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آفرین جان خداوند نام به

   

پیشͽفتار

فضا ساختارها، کمˁیتها، بررسͬ دانش بیشتر را شد) مͬ خوانده «ا˚نگارِش» قدیم پارسͬ زبان در (که ریاضیات

ͬ کنند. م تعریف دگرگونͬ و

و دقیق نتایج به تعریف ها و اصول از منطقͬ استدلال با آن در که ͬ داند م دانشͬ را ریاضͬ دیͽری دیدگاه

ͬ دانان ریاض که ویژه ای ساختارهای ولͬ ͬ رود، نم شمار به طبیعͬ علوم از ریاضیات اینکه با ͬ رسیم. م جدیدی

محض گونه  و طبیعت از جدا فضایی در و ͬ گیرند م سرچشمه ͷفیزی به ویژه طبیعͬ دانش های از بیشتر ͬ پژوهند م

جوابشان تا ͬ گردند م باز ریاضͬ به خود مسائل حل برای طبیعͬ علوم به طوری که ͬ کنند، م پیدا گسترش (مجرد)

کنند. بررسͬ و مقایسه آن با را

صرفاً دلایل به گاه ͬ دانان ریاض ولͬ دارد تکیه ریاضیات به بسیار ͬͺپزش و اقتصاد مهندسͬ، طبیعͬ، علوم

ͬ پردازند.  م ساختارها برخͬ بررسͬ و تعریف به کاربردی) نه (و ریاضͬ

معلم با سخنͬ

اصل با مطابق و درخشان استعدادهای مدارس درسͬ برنامۀ ͬ سازی غن سیاست اجرای راستای در که کتاب این

کتاب از هایی بخش تعمیق به است، شده تولید ایران اسلامͬ جمهوری ملͬ درسͬ برنامۀ فراگیری و ͬͽپارچͺی

این با است؛ سال چندین از بیش با مطالعاتͬ فرایندی حاصل کتاب این ͬ پردازد. م نهم پایه ریاضͬ درسͬ

این بی نقصͬ زیرا است، ضروری بسیار کتاب این منصفانۀ نقد در تدریس هنگام در صاحب نظران تیزبینͬ همه

است! نبوده تصور در هیچ گاه کتاب

که فهمید خواهد مجرب ریاضͬ دبیر مشخصاً و است ریاضͬ درسͬ کتاب با متناظر کتاب فصل های

بدین فهرست وار صورت به کتاب بخش های واژه های کلید همه این با کند. آغاز زمانͬ چه را بخش هر تدریس

است: شرح

خلاق معلم ͷی است. شده نگاشته مخاطبین نیاز و برتر استعداد پیش فرض با کتاب این تمرین های .١

دربارۀ تفکر بͺشد. مفهومͬ چالش به تمرین ها از بخشͬ با تدریس هنگام در را خود مخاطبین تواند مͬ



دیͽر کتاب های معرفͬ با تضاد در شاید امر این و شود، مͬ تلقͬ واجب آموزشͬ سال در تمرین ها همۀ

بͺشید! تصویر به کتاب» «این تدریس با را خود خلاقیت باشد.

متناسب نیز رو پیش کتاب و ͬ کند م آفرینͬ نقش تدریس فرایند در بازی کارگاه مقولۀ که است زمانͬ دیر .٢

اجرای برای جلسه ای دو یا ͷی زمانͬ ͬ شود م توصیه است. شده غنͬ آموزشͬ کارگاه های با موضوع، با

این به را باشد کلاسͬ مرسوم فضای جز به فضایی ͬ تواند م که مͺانͬ و بͽیرید؛ نظر در آنها از ͷهری

دهید. اختصاص امر

تغییر را خود دیدگاه نخست باید نسل، تغییر برای اند. گرفته قرار نظر مد نیز آموزشͬ فرهنگ تغییرات .٣

برای عیاری تا است، شده گشوده کتاب این در گفتگو نام به بخشͬ باب منظور این برای داد. مناسب

برای است آیینه ای گفتگوها این شود. داده قرار اختیار در معلمین تدریس تفکر نظام نقد ͷمح سنگ

کند. مشاهده را خود پویایی و ایستایی نهاد معلم ͷی تا رشد، به رو ارزش های ساخت نمود

بیشتری زمان نیاز اعلام برای رنگ این شده اند. مشخص صورتͬ رنگ با کتاب مسائل از برخͬ شمارۀ .۴

توصیف و حل روش تفهیم برای شایسته ای زمان مسائل این حل هنگام در باید معلم است. تفکر برای

صدها کنار در منفعل، آموزان دانش آموزشͬ سال ͷی طول در تا دهد؛ ارائه آن راهͺارهای و ایده ها

گردند. آشنا هم برانگیز چالش مسئلۀ چند حل با مهارتͬ، مسئلۀ

مطالعاتͬ برنامۀ ͷی دهندۀ نشان رنگ این شده اند. مشخص سبز رنگ با کتاب مسائل از برخͬ شمارۀ .۵

به را ریاضͬ مسئلۀ حل اگر تمثیل زبان به ͬ شود. م شناخته پروژه نام به عامه فرهنگ در که است

نقاشͬ ͷی کشیدن مثابۀ به پروژه ͷی انجام کنیم،  تشبیه شده قطعه قطعه نقاشͬ ͷی درست بازچینش

اندیشمندان آحاد که است واضح پر زیرا است؛ ضروری دو هر این است. شده داده موضوع با خلاقانه

به باید سرآمدان و نخبͽان ͬ که حال در دهند، انجام به خوبی را مسئله ˁحل جنس از کاری بتوانند باید

بپردازند. ماندگار و خلاقانه آثار خلق

بتوانند تا ͬ کند م ͷکم دانش آموزان به مسائل این شده اند. مشخص زرد رنگ با کتاب مسائل از برخͬ .۶

باشند. مسئله طراح خودشان



دانش آموز با سخنͬ

بسیاری مسائل شامل که است، نهم پایۀ ریاضͬ درسͬ کتاب به عمیق تری نگاه شامل کتاب این

اندازۀ به کتاب مسائل دربارۀ که ͬ کنیم م توصیه هستند. پیچیده تر برخͬ و ساده تر بعضͬ که است

از کم بسیار صورت این در زیرا نباشید! دیͽران از جواب پرسیدن دنبال به سریع و کنید فکر کافͬ

را خود کنید سعͬ دارید، بازیͽوشͬ ذهن اگر و کنید فکر که کنید سعͬ برد. خواهید بهره کتاب این

را کتاب این معلم با سخنͬ و پیشͽفتار مطالب که است خوب همچنین کنید. وادار کردن فکر به

شوید.   آشنا(تر) کتاب این کارگیری به شیوۀ و مسائل انواع با تا بخوانید
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١فصل مجموعه ها

مجموعه آن تقسیم مجموعه، ͷی اعضای با کردن کار برای مهم ایده های از ͬͺی

زیرمجموعۀ دو به را طبیعͬ اعداد ͬ توان م مثال برای مجزاست. زیرمجموعه های به

جاهای در ریاضیات از غیر به تقسیم بندی نوع این البته کرد. تقسیم فرد و زوج اعداد

دارد. کاربرد نیز دیͽر



ࡲࡊموعه ھا

مجازی اجتماعͬ گروه ͷی

مجازی اجتماعͬ گروه ͷی بیشتر، نشاط و کلاس بازدهͬ بردن بالا برای ریاضͬ معلم که بود مدتͬ

تالار معمولͬ، سرشب ͷی در بودند. عضوش کلاس دانش آموزان همۀ تقریباً و بود کرده درست

از ͬͺی اینکه تا ͬ داد م مفیدی نظر یͷ بار دقیقه چند هر هم معلم بود. داغ معمول طبق گفت و گو

فرستاد: را زیر متن دانش آموزان

کمتر از بعد که بود این جالب و پرداختند، دادن نظر و تشویق به همه تقریباً بلافاصله این از بعد

هزار چند از بیش و کرده پیدا راه دیͽر کانال های و گروه ها به عکس این که شد معلوم ساعت نیم از

که: داد نظر آموزان دانش از ͬͺی بین این در است. گرفته قرار بازدید مورد بار

رسید: اینجا به بحث نتیجۀ که آنجا تا آمد و آمد دیͽر نظرات آن دنبال به

٢



ࡲࡊموعه ھا

همه شب، ده ساعت رأس در گروه، ͬͽهمیش قانون طبق اینکه تا کرد، پیدا ادامه بحث ساعتͬ تا

عدم شد، گرفته نادیده دقایقͬ برای نظرات و تعجب تشویق، استیͺرهای بین در که چیزی شدند. آف

بود! ریاضͬ معلم حضور

همیشه مثل او نشست؛ صندلͬ روی و آمد آرام او آمد. کلاس سر ریاضͬ معلم روز آن فردای

کل نتیجه در و او ندید! را تکالیف همیشه مثل حتͬ نداشت؛ لبخند همیشه مثل نکرد؛ خوش وبِش

پرسید: کلاس آموز دانش معتبرترین و جسورترین بالاخره بودند. ساکت ساکتِ کلاس

بپرسم؟ چیزی توانم مͬ ببخشید  دانش آموز:

بله. گفت: ادامه در بود ادب با که آنجایی از و داد، اجازه سر اشاره با معلم

آقا؟ افتاده اتفاقͬ  دانش آموز:

فهمیدم. را آن تازه من منتها نیست! جدیدی چیز . نه...  معلم:

رفت. فرو سͺوت در کلاس

شدید؟ ناراحت شما که کرده کاری ما از ͬͺی  دانش آموز:

کرد. نگاه فقط معلم

کاملا́ سͺوت تان هم امروز نشد. خبری شما از باره ͷی به و بودید گروه در شما دیروز  دانش آموز:

کرده ایم. کاری ما احتمالا˟ است. شده چیزی که ͬ دهد م نشان

فرد به اینکه بدون او داد. تکان تأسف نشانۀ به را سرش اما نداد، پاسخͬ و کرد نگاه هم باز معلم

شͺست. را سͺوتش کلاس جمعیت به رو کند نگاه خاصͬ

حتͬ و ͬ پذیرند م تحلیل و فکر بدون بقیه و ͬ گذارد، م چرندی مطلب شما از ͬͺی وقتͬ معلم:

ͬ خوانید م که ریاضیاتͬ نیست قرار اگر که ͬ کنم م فکر خود با من ͬ کنند، م تشویقش

عقل ͬ خورد؟ م درد چه به پس بیاموزد، کردن فکر شما به و ببرد بالاتر را شما شعور

است. چیزی خوب هم

٣



ࡲࡊموعه ھا

مجموعه معرفͬ

تعداد برده اند. نور راهیان اردوی به را «فرزانگان» و حلّͬ» «علامۀ دانش آموزان از تعدادی .١

که دانش آموزانͬ تعداد با است برابر کرده اند، شرکت اردو در حلّͬ» «علامۀ از که دانش آموزانͬ

بیشتر کرده اند شرکت اردو در که دانش آموزانͬ تعداد نکرده اند. شرکت اردو در «فرزانگان» از

فرزانگان؟ دانش آموزان تعداد یا است

است؟ تهͬ مجموعۀ بیانگر ͷکدام ی .٢

(الف Φ (ب tu (ج ∅ (د t٠u

(ھ ٠ (و ϕ (ز r s (ح t∅u

ͬ کند؟ م مشخص را مجموعه ͷی زیر عبارت های از ͷکدام ی .٣

٢٨ تا ٢۴ بین اول اعداد الف)

١٨ از بزرگ تر طبیعͬ اعداد ب)

باشد. ۴ برابر آنها حاصل ضرب که عدد دو ج)

باشد. ٧ برابر آنها مجموع که متمایز طبیعͬ عدد سه د)

باشد. ١٢ برابر آنها مجموع که متمایز طبیعͬ عدد چهار ھ)

۴



ࡲࡊموعه ھا

زیرمجموعه و برابر مجموعه های

است؟ درست زیر عبارت های از ͷکدام ی آنگاه ،A “
␣

a, b, tau, ta, bu
(

اگر .١

(الف tau Ď A (ب tau P A (ج ta, bu Ď A (د tbu P A

از ͷکدام ی با
!

tau, ta, bu,
␣

ta, b, cu, a
(

)

مجموعۀ آنگاه ،c “ d و a “ b اگر .٢

است؟ برابر زیر مجموعه های

(الف
!

ta, bu, ta, au,
␣

ta, cu, b, a
(

)

(ب
!

tau, ta, bu,
␣

ta, cu, a
(

)

(ج
!

tau,
␣

ta, du, b
(

)

(د
!

ta, du,
␣

tau, c
(

)

باشند، برابر
␣

t٢, ١u, ty ` ١u, x ` ١
(

و
␣

٣, tz ´ ١, y ` ١u, tzu
(

مجموعۀ دو اگر .٣

آورید. به دست را x ` y ` z مقدار آنگاه

دهید. پاسخ ۵ و ۴ پرسش های به است، آمده زیر در که «زنجیر» تعریف باتوجه به •

زنجیر

زیرمجموعه های از مجموعه ای به باشد، مجموعه ͷی A اگر

باشد، برقرار (Ď) زیرمجموعه رابطۀ آن عضوِ دو هر بین که A

ͬ گویند. م «زنجیر» ͷی

ͷی زیر، مجموعۀ آنگاه ،A “ t١, ٢, ٣, ۴u اگر مثال، برای

است. A مجموعۀ از عضوی سه  زنجیر
␣

t١u, t١, ٣, ۴u, t١, ٣u
(

زیرا:

t١, ٣u Ď t١, ٣, ۴u, t١u Ď t١, ٣, ۴u, t١u Ď t١, ٣u.

دو به همراه که بزنید مثال X از زیرمجموعه سه .X “ ta, b, c, d, e, fu کنید فرض .۴

دهند. تشͺیل زنجیر ͷی  ta, eu و tau زیرمجموعۀ

۵



ࡲࡊموعه ھا

مجموعۀ از t١, ٣, ۵, ٧u و t١u زیرمجموعۀ دو .M “ t١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶, ٧u کنید فرض .۵

زیرمجموعه، دو این همراه به M از دیͽر زیرمجموعۀ چند حداکثر بͽیرید. نظر در را M

ͬ دهند؟ م زنجیر ͷی تشͺیل

دهید. پاسخ ٧ و ۶ پرسش های به است، آمده زیر در که «پادزنجیر» تعریف باتوجه به •

پادزنجیر

هیچ بین که A زیرمجموعه  های از مجموعه ای به باشد، مجموعه ͷی A اگر

اگر مثال برای ͬ  گویند. م پادزنجیر نباشد، برقرار زیرمجموعه رابطۀ آن عضو دو

است. عضوی سه   پادزنجیر ͷی زیر، مجموعۀ   آنگاه ،A “ t١, ٢, ٣, ۴u

␣

t١u, t٢, ٣u, t٢, ۴u
(

.

مجموعه های به X از زیرمجموعه شش کردن اضافه با آنگاه ،X “ ta, b, c, d, e, fu اگر .۶

بسازید.  عضوی هشت پادزنجیر ͷی زیر،

tau, tbu.

ساخت؟ پادزنجیر ͷی ͬ توان م A زیرمجموعۀ چند با حداکثر آنگاه ،A “ t١, ٢, ٣, ۴, ۵u اگر .٧

بسازید. را آن

که است اعدادی شامل A مجموعۀ داریم. رقمͬ چهار طبیعͬ اعداد از زیرمجموعه دو .٨

حاصل ضرب که است اعدادی شامل B مجموعۀ و باشد ٢۵ برابر ارقامشان حاصل ضرب

B مجموعۀ عضوهای تعداد به A مجموعۀ عضوهای تعداد نسبت باشد. ٢٧ برابر ارقامشان

آورید. به دست را

عضوهای که باشد A از زیرمجموعه ای B اگر باشد. دورقمͬ اعداد مجموعۀ A کنید فرض .٩

چیست؟ B اعضای حاصل جمع دارد؟ عضو چند B آنگاه ،k P A و باشند ۵k به  صورت آن

آنگاه ،xyz “ ١٣٩۴ و باشد طبیعͬ اعداد زیرمجموعۀ tx, y, zu سه عضوی مجموعۀ اگر .١٠

دارد؟ وجود tx, y, zu مجموعۀ چند

۶



ࡲࡊموعه ھا

١٣ ،١٢ ،١١ پرسش های به است آمده زیر در که دونه به دونه» ضرب و «جمع تعریف باتوجه به •

دهید. پاسخ ١۴ و

دونه به دونه ضرب و جمع

صحیح، اعداد از B و A زیرمجموعۀ دو برای

با A مجموعۀ اعضای تک تکِ زدن جمع یعنͬ ،(‘) دونه به دونه» «جمع •

.B مجموعۀ اعضای تک تکِ

در A مجموعۀ اعضای تک تکِ کردن ضرب یعنͬ ،(b) دونه به دونه» «ضرب •

.B مجموعۀ اعضای تک تکِ

آنگاه: ،B “ t٧, ٨, ٩u و A “ t١, ۴u اگر مثال، برای

A ‘ B “ t٨, ٩, ١٠, ١١, ١٢, ١٣u, A b B “ t٧, ٨, ٩, ٢٨, ٣٢, ٣۶u.

آورید. به دست را زیر عبارت های حاصل .١١

(الف t١, ´٢, ٣u ‘ t٢, ٣, ´١u (ب t١, ´٢, ٣u b t٢, ٣, ´١u

ͷهری برای باشد؟ برابر ͬ تواند م اعدادی چه با زیر عبارت آنگاه باشد، صحیح عددی x اگر .١٢

بیاورید. مثال

n
`

t١, ´١, xu b t١, ٠, ´١u
˘

کنید. حل را زیر معادلات .١٣

(الف n
`

t١, ٢, xu ‘ t١, ٠, ´١u
˘

“ ۴ (ب
n
`

t١, xu b tx, ١u
˘

n
`

t١, xu
˘ “ ١

(ج tx, ٢, ۴u ‘ t٠, xu “ t´x, x, ٠, ١, ´١u b t´xu

چه زیر قسمت های از ͷهری مقدار حداکثر و حداقل آنگاه ،npBq “ ۵ و npAq “ ٣ اگر .١۴

بیاورید. مثال ͷهری برای باشند؟ ͬ توانند م اعدادی

(الف npA ‘ Bq (ب npA b Bq

٧



ࡲࡊموعه ھا

.A “ t١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶, ٧u کنید فرض .١۵

بنویسید. را A عضوی دو زیرمجموعه های همۀ الف)

بنویسید. را A عضوی سه زیرمجموعه های همۀ ب)

«الف» قسمت مجموعۀ هر که کنید انتخاب چنان «ب» قسمت از مجموعه هفت ج)

ͬ هایتان هم کلاس پاسخ با را خود پاسخ باشد. مجموعه هفت این از ͬͺی دقیقاً زیرمجموعۀ

کنید. مقایسه

حذف «ب» قسمت مجموعه های از را «ج» قسمت در آمده به دست زیرمجموعۀ هفت د)

قسمت مجموعۀ هر که بیابید دیͽر زیرمجموعۀ هفت ͬ مانده، باق مجموعه های از و کنید

باشد. مجموعه هفت این از ͬͺی دقیقاً زیرمجموعۀ «الف»

دارد؟ تعلق «ج» قسمت مجموعۀ چند به A مجموعۀ اعضای از ͷهری ھ)

قسمت مجموعه های از را «د» و «ج» قسمت های در آمده به دست مجموعۀ چهارده و)

انتخاب چنان ͬ مانده باق مجموعه های از مجموعه هفت ͬ توانید م آیا کنید. حذف «ب»

باشد؟ مجموعه هفت این از ͬͺی دقیقاً زیرمجموعۀ «الف» قسمت مجموعۀ هر که کنید

دارد؟ «ج» قسمت جواب های از متفاوت جوابی زیر مسئلۀ آیا ز)

«الف» قسمت مجموعۀ هر که کنید انتخاب چنان «ب» قسمت از زیرمجموعه هایی

باشد. مجموعه ها این از ͬͺی دقیقاً زیرمجموعۀ

٨



ࡲࡊموعه ھا

بͽیرید. نظر در را زیر مجموعۀ .١۶

V “ ta, b, c, d, e, fu

عضوی دو زیرمجموعۀ هر که کنید انتخاب چنان V از عضوی سه زیرمجموعۀ هشت الف)

این از هیچ کدام زیرمجموعۀ یا باشد مجموعه هشت این از دوتا دقیقاً زیرمجموعۀ یا V

نباشد. مجموعه هشت

زیرمجموعۀ هر که کنید انتخاب چنان V عضوی سه زیرمجموعه های از مجموعه ده ب)

باشد. مجموعه ده این از دوتا دقیقاً زیرمجموعۀ V عضوی دو

ͬ خواست م کرکمن آقای میلادی، ١٨۵٠ سال در کرکمن.١ مدرسۀ دختران مسئلۀ پروژه. .١٧

ͬ خواست م او طرفͬ از کند. تقسیم نفره سه گروه های به هفته روز هر را دانش آموزش پانزده

شرایطͬ، چنین با باشد. هم گروه یͷ بار دقیقاً دیͽر، دانش آموزان از ͷهری با دانش آموز هر

ͬ کرد؟ م پر را زیر جدول باید روشͬ چه با کرکمن آقای

جمعهپنج شنبهچهارشنبهسه شنبهدوشنبهيͷ شنبهشنبه هفته روزهای

گروه ها

۵ گروه

۴ گروه

٣ گروه

٢ گروه

١ گروه

Kirkman’s schoolgirl problem١

٩



ࡲࡊموعه ھا

ریاضͬ نمادهای با مجموعه نمایش

کنید. مشخص را زیر مجموعه های اعضای .١

(الف tx | x P Nu (ب tx | px ´ ۵q P Nu

(ج tx | px ´ ۵q P N, x
٢ P Nu (د tx ` ۴ | px ´ ۵q P N, x

٢ P Nu

کنید. مشخص را زیر مجموعه های اعضای .٢

(الف tx | x P Zu (ب tx | x
٣ P Zu

(ج tx | x
٣ P Z, x ě ´٨u (د t

?
x ` ٧ | x

٣ P Z, x ě ´٨u

کنید. وصل راست سمت ستون به چپ سمت ستون از .٣

 •  t٢x ´ ١ | x P Zu ■ t´۶, ´۴, ´٢, ٠, ٢, ۴, ۶, . . . u

•  tx٢ ` ١ | x P Nu ■ t. . . , ´۵, ´٣, ´١, ١, ٣, ۵, . . . u

•  t٣x٢ ´ ٢ | x P Zu ■ t´۴, ´٢, ٠, ٢, ۴, . . . u

•  t٢x | px ` ۴q P Nu ■ t´٢, ١, ١٠, ٢۵, ۴۶, . . . u

•  tx | ٢x P Z, x ě ۴u ■ t٢, ۵, ١٠, ١٧, ٢۶, . . . u

• tx | px
٢ ` ٣q P Z, x ą ´۶u ■ t۴, ٩

٢ , ۵, ١١
٢ , . . . u

کنید. مشخص را زیر مجموعه های اعضای .۴

(الف tx
٢ |

?
x P N, x٢ ă ١٠٠u

(ب tx٢ ´ ٣ | ´ ۴ ă x ă ۴, x P Zu

ͬ کنند؟ م مشخص را مجموعه ͷی زیر عبارت های از ͷکدام ی .۵

(الف tx | x P R, x٢ ` ١ “ ٠u

(ب tx | x P Z, ۵x ` ٢ “ ۵ ´ ٢xu

(ج tx | x P N, xpx ´ ١q ` ١ “ x٢ ´ x ` ١u

١٠



ࡲࡊموعه ھا

دهید. قرار مناسب صحیح عدد دایره هر در .۶

(الف t٣x ´ ١ | x P Z, x ě ´٢u “ t´٧, ´۴, ⃝, ⃝, ⃝, . . . u

(ب t٢x ` ⃝ | x P Z, x ě ۴u “ t´۵, ⃝, ´١, ١, ⃝, ⃝, . . . u

(ج t⃝x ` ٢ | x P Z, x ě ⃝u “ t٨, ⃝, ١۴, ١٧, ⃝, ⃝, . . . u

(د t⃝x ` ⃝ | x P Z, x ě ١u “ t⃝, ١١, ١۵, ⃝, ⃝, . . . u

است؟ درست زیر عبارت های از ͷکدام ی آنگاه ،A “ t´٢٢, ´١٧, ´١٢, ´٧, . . . u اگر .٧

(الف A “ tx ` ۵ | x P Z, x ě ´٢٧u

(ب A “ t۵x ` ٣ | x P Z, x ě ´۵u

کنید. مشخص را برابر مجموعه های .٨

(الف t۴x ` ٢ | x P Zu (ب t٢x | x P Zu

(ج t۴x ` ١٢ | x P Zu (د t۴x ` ۶ | x P Zu

(ھ t۴x | x P Zu (و t٢x ` ١٢٣۴۵۶٧٨ | x P Zu

کنید. مشخص را tx | x٢ P Z, ´۵ ă x ă ۵u مجموعۀ اعضای .٩

صحیح عضو چند A آنگاه ،A “ t
?

a | a P Mu و M “ tx | x P R, x ă ١٠u اگر .١٠

دارد؟

آنگاه ،B “
␣

ab | ta, bu Ď A, a ‰ b
(

و رقمͬ ͷی فرد طبیعͬ اعداد مجموعۀ A اگر .١١

کنید. مشخص آن اعضای با را B مجموعۀ

،ta, bu Ď A اگر .´٢٣ P A و A “ t٣x ` n | x P Zu ثابت، عدد ͷی n کنید فرض .١٢

باشد؟ داشته تعلق ͬ تواند م زیر، مجموعه های از تا چند به a ` b آنگاه

(الف t١٣٩۵, ١۴٣٨, ٢٠١٧u (ب t١٣۵٧, ١٣٨٨, ١٣٣٢u

اگر .A “ tx٢ ` k | x P Z, ´٣ ď x ă ku و است ثابت عدد ͷی k کنید فرض .١٣

کنید. مشخص آن اعضای  با را A مجموعۀ آنگاه ،t۶, ٩u Ď A

١١



ࡲࡊموعه ھا

آمده، زیر در که مجموعه» دو «حاصل ضرب تعریف از کتاب، این تمرین های از تعدادی در •

است. شده استفاده

مجموعه دو حاصل ضرب

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را B و A مجموعۀ دو حاصل ضرب

A ˆ B “

!

“

x
y

‰

| x P A, y P B
)

.

آنگاه: ،B “ tk, tu و A “ t١, ٢, ٣u اگر مثال، برای

A ˆ B “

!

“ ١
k

‰

,
“ ١

t

‰

,
“ ٢

k

‰

,
“ ٢

t

‰

,
“ ٣

k

‰

,
“ ٣

t

‰

)

,

B ˆ A “

!

“

k
١
‰

,
“

k
٢
‰

,
“

k
٣
‰

,
“

t
١
‰

,
“

t
٢
‰

,
“

t
٣
‰

)

.

A ˆ B مجموعۀ آنگاه ،B “ t٢x | x P N, x ď ۴u و A “ tx٢ | x P N, x ď ٣u اگر .١۴

کنید. مشخص آن اعضای با را

از ͷکدام ی آنگاه ،AˆB “

!

“ ٣
´١

‰

,
“ ٣

٠
‰

,
“ ٣

١
‰

,
“ ۵

´١
‰

,
“ ۵

٠
‰

,
“ ۵

١
‰

,
“ ٧

´١
‰

,
“ ٧

٠
‰

,
“ ٧

١
‰

)

اگر .١۵

است؟ B ͷکدام ی و A زیر مجموعه های

(الف t٢x ` ٣ | x P Z, ´١ ă x ď ٢u (ب tx | x٣ ´ x “ ٠u

(ج tx ` ١ | x
٢ P Z, ٠ ă x ă ٨u (د tx | ´١ ď x ď ١u

مجموعۀ آنگاه ،C “ tx٢ | x٢ P Nu و B “ tx٢ | x P Nu ،A “ tx | x٢ P Nu اگر .١۶

است؟ زیر مجموعۀ کدام زیرمجموعۀ ،
!

“ ۴
١۶
‰

,
“ ١۶

۴
‰

,
“ ٩

٣
‰

)

(الف C ˆ A (ب B ˆ C

(ج A ˆ C (د B ˆ B

مجموعه ها تفاضل̞ و اشتراک اجتماع،

مقدار آنگاه ،A Y B “ t۵, ٧, ١, ٢, ۶, cu و B “ t١, b, ۵, ٧u ،A “ t۴, ۵, au اگر .١

آورید. به دست را a ` b ` c

١٢



ࡲࡊموعه ھا

کرده ایم؛ اضافه جدید عضو ١٠ ،A مجموعۀ به دارد. عضو ٢۵ ،B و A مجموعۀ دو اجتماع .٢

A از حاصل جدید مجموعۀ و B مجموعۀ اجتماع است. شده اضافه عضو ٩ آنها اشتراک به

دارد؟ عضو چند

ͬ کند؟ م صدق A Y X “ t١, ٢u و A X X “ A رابطه های در A مجموعۀ چند الف) .٣

ͬ کند؟ م صدق A X X “ t١, ٢u و A Y X “ A رابطه های در X مجموعۀ چند ب)

دهید. نمایش ریاضͬ نمادهای با را زیر عبارت های حاصل .۴

(الف t٢x | x P Nu Y t٢x ´ ١ | x P Nu (ب t۵x | x P Nu X t۴x | x P Nu

(ج t۴x ´ ٢ | x P Nu Y t۴x | x P Nu

(د t٣x ´ ١ | x P Nu X t٣x ` ٢ | x P Nu

١٨ باشد. برابر A اعضای مجموع به طوری که کنید تعیین را A مجموعه قسمت، هر در .۵

(الف A Y B “ t١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶, ٧u, B “ t٢, ٣, ۴, ۵u

(ب A Y B “ t٢, ٣, ۴, ۵, ۶, ٧u, B “ t٢, ٣, ۵, ٧u

(ج A Y B “ t١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶u, A X B “ t٢, ۴u

ͬ دهند؟ م نشان را شͺل خوردۀ هاشور قسمت زیر، عبارت های از ͷکدام ی .۶

(الف A X pB Y Cq

(ب A Y pB Y Cq

(ج pA X Bq Y C

(د pA Y Bq X C

A C

B

و B “ tx | x P N, ´١١ ă x ă ١١u ،A “ t٢x ´ ١ | x P N, x ă ١١u اگر .٧

٣ بر اعضاء همۀ حاصل جمع زیر، مجموعه های از ͷکدام ی در آنگاه ،C “ t٣x | x P Nu

است؟ بخش پذیر

(الف pA Y Bq X pA Y Cq (ب pA X Cq Y B

١٣



ࡲࡊموعه ھا

استفاده آمده، زیر در که مجموعه» ͷی «ا˚فراز تعریف از کتاب، این تمرین های از تعدادی در •

است. شده

مجموعه ͷی ا˚فراز

تقسیم هم از جدا ناتهͬ زیرمجموعۀ چند یا ͷی به مجموعه، ͷی اعضای همۀ اگر

است. شده ا˚فراز مجموعه آن شوند،

مجموعه این زیر، در بͽیرید. نظر در را A “ t١, ٢, ٣, ۴, ۵u مجموعه مثال، برای

به «ج» قسمت در و قطعه دو به «ب» قسمت در «قطعه»، ͷی به «الف» قسمت در را

کرده ایم. ا˚فراز قطعه سه

(الف t١, ٢, ٣, ۴, ۵u (ب t١, ٢u, t٣, ۴, ۵u

(ج t٢u, t١, ٣u, t۴, ۵u

از قطعه ͷی راست، سمت تصویر است؟ شده ا˚فراز چیزی چه زیر شͺل های از ͷهری در .٨

چیست؟ مجموعه آن است. شده ا˚فراز قطعه ٢۴ به که است مجموعه ای

١۴



ࡲࡊموعه ھا

ͬ دهند؟ نم نشان را t١, ٢, ٣, ۴, ۵u مجموعۀ از ا˚فراز ͷی زیر، قسمت های از ͷهیچ ی چرا .٩

(الف t١, ٢u, t٢, ٣u, t۴, ۵u (ب t١, ٢u, t٣, ۵u

بنویسید. را t١, ٢, ٣u مجموعۀ ا˚فراز پنج تمام الف) .١٠

بنویسید. را t١, ٢, ٣, ۴u مجموعۀ ا˚فراز پانزده تمام ب)

بنویسید. را آنها همۀ دارد؟ تعلق A “ t١, ٢, ٣, ۴, ۵u مجموعۀ از ا˚فراز چند به t١, ٢u قطعۀ .١١

است؟ t١, ٢, ٣, ۴, ۵u مجموعۀ ا˚فرازهای از چندتا قطعه های زیرمجموعۀ t١, ٢u مجموعۀ .١٢

بنویسید. را آنها همۀ

دارند؟ ا˚فراز چند t١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶u و t١, ٢, ٣, ۴, ۵u مجموعه های از ͷهری .١٣

کنید. مشخص را آنها دارد. وجود برابر مجموعۀ جفت چهار زیر، در .١۴

(الف t٣x ` ١ | x P N, x`١
۴ R Nu (ب t۴x ` ٢ | x P N, x`١

٣ R Nu

(ج t١٢x ´ ۴ | x P Nu (د t۴x ` ٢ | x P W, x
٣ R Nu

(ھ t۶x ` ٢ | x P Nu ´ t۴x ´ ٢ | x P Nu

(و t٣x ` ١ | x P Nu ´ t۴x ` ٢ | x P Nu

(ز t۴x ´ ٢ | x P Nu ´ t۶x ` ٢ | x P Nu

(ح t۴x ` ٢ | x P Nu ´ t٣x ` ١ | x P Nu

و B “ tx | x P N, ٣ ď x ď ٨u ،A “ t
?

٢,
?

٣, ١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶u اگر .١۵

خوردۀ هاشور ناحیه های در اعدادی چه آنگاه ،C “ tx | x٢ P Z, ´٢ ď x ď ٢u

دارند؟ قرار زیر شͺل
A B

C

١۵



ࡲࡊموعه ھا

ͬ دهند؟ م نشان را خورده هاشور ناحیۀ زیر عبارت های از ͷکدام ی .١۶

(الف
`

pA X Bq ´ C
˘

Y
`

pA X Cq ´ B
˘

Y
`

pB X Cq ´ A
˘

(ب
`

pA X Bq Y pA X Cq Y pB X Cq
˘

´ pA X B X Cq

(ج pA Y B Y Cq ´

´

`

A ´ pB Y Cq
˘

Y
`

B ´ pA Y Cq
˘

Y
`

C ´ pA Y Bq
˘

¯

A B

C

هستند. رقمͬ ͷی طبیعͬ عددهای زیرمجموعه های C و B ،A عضوی پنج مجموعه های .١٧

دارد؟ جواب چند تمرین این بیابید. را مجموعه سه این اعضای شده، داده اطلاعات باتوجه به

۵ ٣

٧
۶

۴ A “ t١, ٢, ۵, . . . , . . . u

¨ ¨ ¨ “ t۴, . . . , . . . , . . . , . . . u

¨ ¨ ¨ “ t٢, . . . , . . . , . . . , . . . u

npA X Bq “ ٣

npA X Cq “ ٢

npC ´ Bq “ ٣

٨ P B

ͬ تواند م ͷکدام ی هستند. C و B ،A مجموعه های بیانگر دایره ها زیر، شͺل های از ͷهری در .١٨

باشد؟ pA ´ Bq X C

(الف (ب

(ج (د

به ترتیب B ´ A و A ´ B مجموعه های است. عضو ۴٠ دارای B و A مجموعۀ دو اجتماع .١٩

مجموعۀ از شود،  برداشته عضو ٩ ،B و A مجموعه های از ͷهری از اگر دارند. عضو ١٨ و ١٢

است؟ چندتا جدید، مجموعۀ دو اجتماع عضوهای تعداد ͬ شود. م کم عضو ۴ آنها اشتراک

١۶



ࡲࡊموعه ھا

کنید. بررسͬ را زیر عبارت های از ͷهری درستͬ هستند. ناتهͬ مجموعۀ سه C و B ،A .٢٠

.A´pBYCq “ pA´BqYpA´Cq که دارد وجود C و B ،A برای مثال بی شمار الف)

.A´pBYCq ‰ pA´BqYpA´Cq که دارد وجود C و B ،A برای مثال بی شمار ب)

،B “ tx ` ١٧ | x P N, x ď ٢٠u ،A “ t
?

x |
?

x P Z, x ă ١٠٠٠u اگر .٢١

آنگاه باشد، C و B ،A مجموعۀ سه ون نمودار زیر شͺل و C “ t٢٠, ٢١, ٢٢, . . . , ٣٠u

دارد؟ عضو چند حداکثر زیر شͺل خوردۀ سایه ناحیۀ
A

تساوی ها درستͬ کنید. بررسͬ را زیر تساوی های درستͬ ،C و B ،A دلخواه مجموعۀ سه برای .٢٢

درستͬ که بیاورید مثال ͷی نادرست عبارت های برای و دهید نشان ون نمودار از استفاده با را

کند. نقض را آنها

(الف pB X Cq ´ A “ pB ´ Aq X pC ´ Aq

(ب A ´ pB Y Cq “ pA ´ Bq X pA ´ Cq

است؟ درست نتیجه گیری کدام آنگاه ،A X C “ ∅ و A X B “ ∅ اگر .٢٣

(الف B X C ‰ ∅ (ب B X C “ ∅

(ج A X pB Y Cq “ ∅ (د A X pB ´ Cq ‰ ∅

ͷکدام ی ͬ کند. نم تغییر A کنیم، اضافه A مجموعۀ به را ١٣٩۴ اگر .١٣٩۴ P B کنید فرض .٢۴

است؟ درست همواره زیر رابطه های از

(الف B Ď A (ب A ´ B “ ∅

(ج A X B ‰ ∅ (د A ´ B ‰ ∅

١٧



ࡲࡊموعه ھا

عضو تیخͬ»، «ایوِن کهͺشان ها، بین مسافران باشͽاه در قهوه نوشیدن هنگام در روز ͷی .٢۵

روی وقتͬ اما بود، مشͺل خیلͬ «گسیود» سیارۀ در شدن «پیاده گفت: باشͽاه این برجستۀ

آنجا در شدم. پشیمان بودم گرفته آنجا دیدن به تصمیم اینکه از آمدم، فرود سیاره سطح

آمدند. پیشوازم به سیاره ساکنان از نفر ١٠٠٠ از بیش ͬ کردند. م زندگͬ عجیب موجوداتͬ

به سرشان روی یعنͬ بودند؛ «موماری» آنها نفر ٧۵٢ داشتند! «یͷ چشم» آنها از نفر ٨١١

دم ͷی پاهایشان به جای یعنͬ بودند؛ «پاماهͬ» آنها از نفر ۴١٨ بود! کرده رشد مار مو، جای

یͷ چشم هم نفرشان، ٣۵۶ موماری. هم و بودند یͷ چشم هم نفرشان، ۵٧٠ داشتند. ماهͬ

این از نفر ٢٩٧ سرانجام، پاماهͬ. هم و بودند موماری هم نفرشان، ٣۴٨ پاماهͬ. هم و بودند

من طرف به آنها بزرگترین پاماهͬ. هم و موماری هم بودند، یͷ چشم هم عجیب الخلقه ها،

ͬ کرد، م گوش تیخͬ ایوِن مسافرت داستان به که «تارانتوف» استاد هنگام این در گفت»؛ و آمد

نفر چند هستند؛ یͷ چشم فقط نفر چند سیاره، آن در که ͬ دانم م «من گفت: بلند صدای با

پاماهͬ.» فقط نفر چند و هستند موماری فقط

بود؟ کرده پیدا را عجیب الخلقه موجودات آن تعداد راهͬ چه از تارانتوف الف)

بودند؟ آمده پیشواز به نفر چند دست کم ب)

١٨



ࡲࡊموعه ھا

بی ش م ا ر ش

صرفاً نیست. شده داده مجموعه های اعضای تعداد شمارش هدف˂ بخش، این مسائل از ͷهیچ ی در

کنیم. مقایسه یͺدیͽر با را آنها مجموعه ها، اعضای تعداد شمردنِ بدون ͬ خواهیم م

اعضای تعداد است. ۶ یا ۴ آنها رقم های که هستند رقمͬ چهار اعداد همۀ S مجموعۀ اعضای .١

است؟ برابر زیر مجموعه های از ͷکدام ی اعضای تعداد با S مجموعۀ

است. شده رنگ قرمز یا آبی رنگ دو از ͬͺی با ٢ ˆ ٢ جدول ͷی خانۀ هر کنید فرض الف)

هستند. جدول این رنگ آمیزی حالت های همۀ B مجموعۀ اعضای

هستند. سͺه چهار همزمان پرتاب در ممͺن حالت های همۀ A مجموعۀ اعضای ب)

هستند. سͺه ͷی پرتاب بار چهار ممͺن حالت های همۀ C مجموعۀ اعضای ج)

بررسͬ را ͷهری راه حل درستͬ کرده اند. حل زیر به صورت را مسئله این دریا، و صبا وحیده،

کنید.

وحیده راه حل

برای ͬ کنیم. م تبدیل ١ ˆ ۴ جدول ͷی به را ٢ ˆ ٢ جدول رنگ آمیزی از حالت هر

مثال:

ÝÑ ¨

داریم: بنامیم، ۶ را قرمز رنگ و ۴ را آبی رنگ اگر اکنون

۶ ۴
۴۴

ÝÑ ۴ ۴ ۶ ۴ ¨

.npBq “ npSq نتیجه در ͬ گیریم. م نظر در ۴۴۶۴ عدد را بالا ١ ˆ ۴ جدول حال

١٩



ࡲࡊموعه ھا

صبا راه حل

از ͬͺی بنابراین باشد. شده نوشته ۶ و ۴ اعداد سͺه ها روی و پشت کنید فرض

است. زیر به صورت سͺه چهار این پرتاب حالت های

۴ ۶ ۴ ۴

.npAq “ npSq پس ͬ گیریم. م نظر در ۴۶۴۴ عدد را بالا پرتاب حالت

دریا راه حل

بͽیرید. نظر در را زیر جایͽاه چهار

هزارگان صدگان دهͽان یͺان

سوم دوم، اول، پرتاب های در شده رو عدد بنویسید. را ۶ و ۴ اعداد سͺه روی و پشت

بنویسید. بالا هزارگان و صدگان دهͽان، یͺان،  جایͽاه های در به ترتیب را چهارم و

.npCq “ npSq بنابراین

تعداد با S مجموعۀ اعضای تعداد است. شش ضلعͬ ͷی قطرهای همۀ شامل S مجموعۀ .٢

است؟ برابر زیر مجموعه های از ͷکدام ی اعضای

دارد. وجود هوایی خط ͷی شهرها آن از دوتا هر بین که دارد شهر شش کشوری الف)

شهرهاست. این بین هوایی خطوط همۀ شامل A مجموعۀ

یͷ بار گروه، دیͽرِ تیم های همۀ با باید تیم هر که هستند گروه ͷی در والیبال تیم شش ب)

است. گروه این بازی های از ͬͺی نشان دهندۀ B مجموعۀ اعضای از ͷهری کند. بازی

٢٠



ࡲࡊموعه ھا

تکه سه آن در که بدوزیم متفاوت رنگ سه با پرچمͬ هم عرض، پارچۀ تکه سه با ͬ خواهیم م .٣

پارچۀ ،ͬͺمش یا قهوه ای آبی، سبز، رنگ های از ͬͺی را بالا پارچۀ ͬ توانیم م شوند. دوخته افقͬ

قرمز رنگ های از ͬͺی را پایینͬ پارچۀ و بنفش یا صورتͬ سفید، رنگ های از ͬͺی را میانͬ

دوخت، پرچم شده گفته شرایط با ͬ توان م که را حالت هایی همۀ اگر کنیم. انتخاب زرد یا

زیر مجموعه های از ͷکدام ی اعضای تعداد با S مجموعۀ اعضای تعداد بنامیم، S مجموعۀ

است؟ برابر

به ترتیب آنها صدگان و دهͽان یͺان، که هستند سه رقمͬ اعداد همۀ ،A مجموعۀ اعضای الف)

باشند. شده انتخاب t۶, ٧, ٨, ٩u و t۴, ۵u ،t١, ٢, ٣u مجموعه های از

۴ شلوار، ٢ از بتواند نفر ͷی که ͬ دهد م نشان را حالتͬ B مجموعۀ اعضای از ͷهری ب)

بزند! تیپ ͷی متفاوت، کت ٣ و پیراهن

وجود فروشͽاهͬ در متمایز، ͬͽهم چایخوری، قاشق چهار و ͬͺنعلب سه فنجان، دو ج)

این میان از ͬ توان م که ͬ دهند م نشان را حالت هایی همۀ C مجموعۀ اعضای دارد.

خرید. متفاوت نام های با کالا قلم دو لوازم،

٢١



ࡲࡊموعه ھا

برابرند؟ باهم مجموعه ها کدام اعضای تعداد .۴

نوشته ۴ و ٣ ،٢ ،١ رقم های با که است رقمͬ چهار اعداد همۀ شامل A مجموعۀ الف)

ندارند. تکراری رقم و ͬ شوند م

ساخته  ٣, ٣, ۶, ٨ رقم های جابه  جایی از که است رقمͬ چهار اعداد همۀ B مجموعۀ ب)

ͬ شوند. م

ͬ شوند. م ساخته M, A, T, H حروف جابه جایی از که است کلماتͬ همۀ C مجموعۀ ج)

است. صف ͷی در کیان و پوریا الیاس، عرفان، ایستادن حالت های همۀ شامل D مجموعۀ د)

کنید. مشخص است، برابر آنها اعضای تعداد که را مجموعه هایی جفت .۵

ͬ شوند. م نوشته ٢ و ١ رقم های با که هستند رقمͬ سه اعداد همۀ A مجموعۀ اعضای الف)

ͬ شوند. م نوشته ٣ و ٢ ،١ رقم های با که هستند رقمͬ دو اعداد همۀ B مجموعۀ اعضای ب)

است.) مجاز رقم ها (تکرار

دارد. وجود جاده سه نیز z شهر به y شهر از دارد. وجود جاده سه y شهر به x شهر از ج)

ͬ دهد. م نشان رفت، z به x از ͬ توان م که را ممͺن مسیرهای همۀ C مجموعۀ

هستند. سͺه ͷی پرتاب سه بار ممͺن حالت های همۀ D مجموعۀ اعضای د)

تعداد که بزنید مثال دیͽری مجموعۀ کرده اید، مشخص که بالا مجموعه های جفت هر برای

باشد. برابر جفت آن مجموعه های اعضای تعداد با مجموعه آن اعضای

٢٢



ࡲࡊموعه ھا

کنید. مشخص را است برابر باهم آنها اعضای تعداد که مجموعه هایی جفت  .۶

و عدس پلو لوبیاپلو، قرمه سبزی، ،١ͷشیش لی کباب کوبیده، غذای شش باید آشپزی الف)

حالت هایی همۀ A مجموعۀ اعضای کند. ارسال مشتری شش برای را ͬ پلوباگوشت باقال

بسپارد. دارد، که پیͷ موتوری سه از ͷهری به را غذا شش این ͬ تواند م آشپز که هستند

بسپرد!) ͷپی ͷی به را غذا شش هر ͬ تواند م (آشپز

ͬ شوند. م ساخته ۶ و ۵ ،۴ ،٣ ،٢ ،١ ارقام با که است رقمͬ ٣ اعداد همۀ B مجموعۀ ب)

است.) مجاز ارقام (تکرار

ͬ شوند. م ساخته ٣ و ٢ ،١ ارقام با که است رقمͬ ۶ اعداد همۀ C مجموعۀ ج)

متمایز جعبۀ شش در را متمایز توپ سه بتوان که است حالت هایی همۀ D مجموعۀ د)

داد. قرار

تعداد که بزنید مثال دیͽری مجموعۀ کرده اید، مشخص که بالا مجموعه های جفت هر برای

باشد. برابر جفت آن مجموعه های اعضای تعداد با مجموعه آن اعضای

شده استفاده آمده، زیر در که هم رقم عدد دو تعریف از بخش، این تمرین های از تعدادی در •

است.

هم رقم عدد دو

باشند. برابر عدد دو رقم های مجموعۀ هرگاه ͬ نامیم م هم رقم را عدد دو

t١, ٢u مجموعۀ ١٢ رقم های مجموعۀ چون هستند. هم رقم ٢١ و ١٢ اعداد مثال، برای

.t١, ٢u “ t٢, ١u و است t٢, ١u مجموعۀ ٢١ رقم های مجموعۀ و

یعنͬ «ͷشیش لی» بنابراین است؛ نسبت علامت هم «ͷلی» و است فارسͬ «سیخ» همان قفقازی ترک̞ͬ در ١«شیش»

غیره. و ͬͽدی و تابه ای کباب مقابل در است، سیخͬ کباب البته منظور و «سیخͬ»
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بیابید. هستند، هم رقم ١٢٣ با که را رقمͬ سه اعداد همۀ .٧

نباشند. هم رقم ١٢٣ با و باشند متفاوت آنها رقم های که بزنید مثال رقمͬ سه عدد ده .٨

۵ و ۴ ،٣ ،٢ ،١ ارقام با که است متفاوت رقم های با رقمͬ دو اعداد همۀ شامل S مجموعۀ .٩

ͬ شوند. م نوشته

باشند. هم رقم ستون هر اعداد که بچینید جدول ͷی در طوری را S مجموعۀ اعضای همۀ الف)

و بنویسید ردیف ͷی در را t١, ٢, ٣, ۴, ۵u مجموعۀ عضوی دو زیرمجموعه های همۀ ب)

کنید. مقایسه «الف» قسمت جدول اعداد با را آنها

نوشته ندارند، تکراری رقم که را دورقمͬ عددهای همۀ ۵ و ۴ ،٣ ،٢ ،١ رقم های با عباس .١٠

دربارۀ عبارت کدام آنگاه بنامیم، A مجموعۀ است، نوشته عباس که را اعدادی اگر است.

است؟ درست npAq

ساخت ͬ توان م e و d ،c ،b ،a حروف با که دوحرفͬ کلمات تعداد با است برابر npAq الف)

باشد. نداشته وجود تکراری حرف کلمات در به طوری که

است. t۶, ٧, ٨, ٩, ١٠u مجموعۀ عضوی دو زیرمجموعه های تعداد برابر دو npAq ب)

.t١, ٢, ٣, ۴, ۵u مجموعۀ عضوی دو زیرمجموعه های تعداد با است برابر npAq ج)

ͷی به هم، شبیه جوراب لنگه ۵ از ͬ توان م که حالت هایی تعداد با است برابر npAq د)

کرد. انتخاب را جوراب جفت
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۵ و ۴ ،٣ ،٢ ،١ ارقام با که است متفاوت رقم های با رقمͬ سه اعداد همۀ شامل S مجموعۀ .١١

ͬ شوند. م نوشته

هم رقم باهم ستون هر اعداد که بچینید جدول ͷی در طوری را S مجموعۀ اعضای همۀ الف)

باشند.

و بنویسید ردیف ͷی در را t١, ٢, ٣, ۴, ۵u مجموعۀ عضوی سه زیرمجموعه های همۀ ب)

کنید. مقایسه «الف» قسمت جدول اعداد با را آنها

برای نفر سه خانم، پنج از که دهد نشان را حالت هایی همۀ A مجموعۀ اعضای کنید فرض .١٢

آقا سه که باشد حالت هایی همۀ B مجموعۀ و باشند شده انتخاب مسابقه ای در شرکت

جمله های از ͷکدام ی کنید مشخص دلیل، ذکر با بایستند. پشت سر هم صف، ͷی در ͬ توانند م

هستند. درست زیر

عضوی. پنج مجموعۀ ͷی عضوی سه  زیرمجموعه های تعداد با است برابر npAq الف)

عضوی. سه مجموعۀ ͷی عضوی سه زیرمجموعه های تعداد با است برابر npBq ب)

با است برابر هستند فرد آنها رقم سه هر و ندارند تکراری رقم که رقمͬ سه اعداد تعداد ج)

npAq ˆ npBq.

به چپ از آنها رقم های که باشد ٩ از بزرگتر طبیعͬ اعداد همۀ شامل A مجموعۀ کنید فرض .١٣

است افزایشͬ راست به چپ از ١٢۵٧ و ۵٨ اعداد رقم های مثال، برای هستند. افزایشͬ راست

عبارت های از ͷکدام ی نیست. افزایشͬ راست به چپ از ١۴۵٨٨ و ۴٣ اعداد رقم های ولͬ

است؟ درست زیر

دارد. عضو بی شمار A مجموعۀ الف)

با است برابر M زیرمجموعه های تعداد آنگاه ،M “ t١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶, ٧, ٨, ٩u اگر ب)

npAq ` ١٠.
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احتمال و مجموعه

است؟ برابر باهم زیر مجموعه های از ͷکدام ی اعضای تعداد .١

سͺه دو پرتاب در ممͺن حالت های همۀ الف)

t٠, ١u ˆ t٠, ١u ب)

دارند. فرزند دو که خانواده ای فرزندان ممͺن حالت های همۀ ج)

 ،١ اعداد آنها روی که کارتͬ چهار بین از کارت دو ͬ توان م که ممͺن حالت های همۀ د)

کرد. انتخاب است، شده نوشته ۴ و ٣ ،٢

مجموعه دو حاصل ضرب به صورت را ممͺن حالت های همۀ زیر، عبارت های از ͷهری در .٢

دهید. نمایش

سͺه ͷی پرتاب بار دو الف)

شش وجهͬ تاس دو پرتاب ب)

دارند. فرزند ͷی ͷهری که خانواده دو ج)

دیͽری و دوازده وجهͬ ͬͺی که تاس دو پرتاب د)

باشد. بیست وجهͬ

است؟ t٢, ٣, ۵u ˆ t٢, ٣, ۵u معادل پیشامد کدام .٣

باشد. اول عدد تاس دو هر تاس، دو پرتاب در اینکه پیشامد الف)

باشد. اول عدد تاس ͷی حداقل تاس، دو پرتاب در اینکه پیشامد ب)

باشد. ١١ از کمتر شده رو عدد دو مجموع تاس دو پرتاب در اینکه پیشامد ج)

باشد. ١١ و ٣ بین عددی شده، ظاهر اعداد مجموع تاس دو پرتاب در اینکه پیشامد د)
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کرده ایم. پرتاب بار چهار را سͺه ای .۴

بنویسید. را ممͺن حالت های همۀ الف)

است؟ چقدر باشد، آمده رو سوم بار اینکه احتمال ب)

است. آمده رو دوم بار ͬ دانیم م کرده ایم. پرتاب بار چهار را سͺه ای .۵

بنویسید. را ممͺن حالت های همۀ الف)

است؟ چقدر باشد، آمده رو دوبار دقیقاً اینکه احتمال ب)

است. آمده رو بار دو حداقل ͬ دانیم م کرده ایم. پرتاب بار چهار را سͺه ای .۶

بنویسید. را ممͺن حالت های همۀ الف)

است؟ چقدر باشد، آمده رو بار سه دقیقاً اینکه احتمال ب)

اینکه احتمال باشد، پسر خانواده این اول فرزند اگر است. راه در رجبی خانوادۀ دوم فرزند .٧

است؟ چقدر باشد، دختر دوم فرزند

تماشاچیان از ͬͺی از مجری آخر، مرحلۀ در بود. کرده شرکت تلویزیونͬ مسابقۀ ͷی در عاطفه .٨

و است نهم کلاس ͬͺی که فرزند «دو داد: پاسخ تماشاچͬ دارید؟» فرزند چند «شما پرسید:

تماشاچͬ بͽویید.» را خود فرزندان از ͬͺی جنسیت «لطفاً گفت: مجری هفتم». کلاس دیͽری

درست را خانواده دیͽر فرزند جنسیت اگر که گفت عاطفه به مجری سپس «پسر». گفت:

و خواست وقت دقیقه چند عاطفه ͬ برد. م را مسابقه جایزۀ تومان میلیارد ͷی بزند، حدس

خواهیم خدمتتان در برنامه ادامۀ با بازرگانͬ، پیام چند از «بعد گفت: دوربین به رو مجری

بود.»

دختر فرزند او رفت. رایانه اش سراغ و شد بلند تلویزیون پای از معصومه اصفهان، در الف)

تصادفͬ به طور که نوشت برنامه ای سپس گرفت. نظر در ٢ و ١ اعداد به ترتیب را پسر و

کند چاپ را ١, ١ اعداد رایانه اگر مثال، برای کند. چاپ عدد دو ،٢ و ١ اعداد بین از

بار، هزار سپس بار، صد ابتدا را برنامه این معصومه هستند. دختر فرزند، دو هر یعنͬ
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جدول ͷی در را آمده به دست نتایج و کرد اجرا بار صدهزار نهایت در و بار ده هزار بعد

نوشت. زیر به صورت

٢, ٢ شدن چاپ ٢, ١ شدن چاپ ١, ٢ شدن چاپ ١, ١ شدن چاپ برنامه اجرای

بار ٢٨ بار ٣۴ بار ٢٠ بار ١٨ بار ١٠٠

بار ٢۵٠ بار ٢۴٧ بار ٢٣٩ بار ٢۶۴ بار ١٠٠٠

بار ٢۴٨٣ بار ٢۴٩٣ بار ٢۵٠۵ بار ٢۵١٩ بار ١٠٠٠٠

بار ٢۵١١٧ بار ٢۵٠٩۶ بار ٢۵١٠٠ بار ٢۴۶١٧ بار ١٠٠٠٠٠

١, ١ حالت پس است پسر تماشاچͬ، بچه های از ͬͺی چون که گفت خودش با معصومه

بودن پسر (شانس ٢, ٢ انتخاب شانس بالا، جدول باتوجه به بنابراین ͬ خورد! نم درد به

به صورت دیͽر)، فرزند بودن دختر (شانس ٢, ١ یا ١, ٢ انتخاب شانس و دیͽر) فرزند

ͬ شود. م محاسبه زیر

٢, ١ یا ١, ٢ انتخاب شانس ٢, ٢ انتخاب شانس برنامه اجرای

٣۴`٢٠
٣`٢٨۴`٢٠ »٠٫۶۵٨۵ ٢٨

٣`٢٨۴`٢٠ »٠٫٣۴١۴ بار ١٠٠

٢۴٢٣٩`٧
٢۵٢`٠۴٢٣٩`٧ »٠٫۶۶٠٣ ٢۵٠

٢۵٢`٠۴٢٣٩`٧ »٠٫٣٣٩۶ بار ١٠٠٠

٢۴٢`٩٣۵٠۵
٢۴٢`٨٣۴٢`٩٣۵٠۵ »٠٫۶۶٨٠ ٢۴٨٣

٢۴٢`٨٣۴٢`٩٣۵٠۵ »٠٫٣٣١٩ بار ١٠٠٠٠

٢۵٠٩۶`٢۵١٠٠
٢۵٢`١١٧۵٠٩۶`٢۵١٠٠ »٠٫۶۶۶۴ ٢۵١١٧

٢۵٢`١١٧۵٠٩۶`٢۵١٠٠ »٠٫٣٣٣۵ بار ١٠٠٠٠٠

به شود انتخاب ٢, ٢ اینکه شانس تصادفͬ، آزمایش دفعات تعداد شدن زیاد با چون

طرفͬ از است. ١
٣ برابر باشد پسر دیͽر فرزند اینکه احتمال پس ͬ شود، م ͷنزدی ١

٣ عدد

انتخاب ٢, ١ یا ١, ٢ اینکه شانس تصادفͬ، آزمایش دفعات تعداد شدن زیاد با چون

است. ٢
٣ برابر باشد دختر دیͽر فرزند اینکه احتمال پس ͬ شود، م ͷنزدی ٢

٣ عدد به شود

شدنش برنده احتمال است، دختر دیͽر فرزند که بͽوید مجری به عاطفه اگر بنابراین

است. پسر دیͽر فرزند بͽوید که است وقتͬ برابر دو

کنید. بحث ͬ هایتان هم کلاس با معصومه استدلال درستͬ دربارۀ
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استدلال هایی یͺدیͽر، با بحث در عاطفه، شدن برنده شانس دربارۀ خواهر دو شیراز، در ب)

آوردند. زیر به صورت

بزرگتر خواهر استدلال

فرزند پس پسر. یا است دختر یا فرزند این دارد. دیͽر فرزند ͷی خانواده این

عاطفه که ندارد فرقͬ پس است. دختر ١
٢ احتمال به و پسر ١

٢ احتمال به دیͽر

دختر. یا پسر بͽوید

کوچͺتر خواهر استدلال

ابتدا و بͽیریم نظر در
“ بزرگتر فرزند

کوچͺتر فرزند
‰

براساس را ممͺن حالت های همۀ اگر

حالت های همۀ است، پسر فرزندانش از ͬͺی ͬ گفت نم تماشاچͬ که کنیم فرض

بود: زیر به صورت فرزند، دو داشتن̞ ممͺن̞

بزرگتر فرزند
کوچͺتر فرزند

“ پسر
پسر

‰

,
“ پسر

دختر
‰

,
“ دختر

پسر
‰

,
“ دختر

دختر
‰

حالت سه واقع در پس است، پسر فرزندانش از ͬͺی که گفته تماشاچͬ چون اما

مجموعۀ اگر بنابراین است. مسئله ممͺن حالت های همۀ بالا، حالت چهار از

دختر پیشامد B و دیͽر فرزند بودن پسر پیشامد A ممͺن، حالت های همۀ S

داریم: باشند، دیͽر فرزند بودن

S “

!

“ پسر
پسر

‰

,
“ پسر

دختر
‰

,
“ دختر

پسر
‰

)

,

A “

!

“ پسر
پسر

‰

)

, B “

!

“ پسر
دختر

‰

,
“ دختر

پسر
‰

)

.

نتیجه: در

P pAq “
npAq

npSq
“

١
٣

, P pBq “
npBq

npSq
“

٢
٣

¨

است. دختر دیͽر فرزند که بͽوید عاطفه است بهتر پس

است؟ درست کوچͺتر خواهر استدلال و نادرست بزرگتر خواهر استدلال چرا
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و خرید مشغول طیˁرانͬ»، «عطاری در مسعودی مهندس و ک͒ندُری دکتر نیشابور، در ج)

«بیایید گفت: طیˁرانͬ آقای و مسعودی مهندس به ک͒ندُری دکتر بودند. مسابقه دیدن

نفر سه این بͽیریم.» نظر در
“ گفت. تماشاچͬ که جنسیتͬ

دیͽر فرزند

‰

اساس بر را ممͺن حالت های همۀ

کردند. بحث یͺدیͽر با زیر، استدلال های با

ک͒ندُری دکتر استدلال

ممͺن حالت های همۀ کند، اعلام را فرزندانش از ͬͺی جنسیت تماشاچͬ اینکه از قبل
بود: این گونه

” پسر
پسر

ı

,
” پسر

دختر

ı

,
” دختر

پسر

ı

,
” دختر

دختر

ı

.

و
“ پسر

پسر
‰

حالت دو پس است پسر فرزندانش از ͬͺی که گفت تماشاچͬ چون

ͷی بردن در عاطفه شانس بنابراین است. مسئله ممͺن حالت های همۀ ،
“ پسر

دختر
‰

است. پنجاه پنجاه تومان، میلیارد

طیˁرانͬ آقای استدلال

بود: خواهد این گونه مسئله ممͺن حالت های همۀ ،
“ گفت. تماشاچͬ که جنسیتͬ

دیͽر فرزند

‰

اساس بر

گفت. تماشاچͬ که جنسیتͬ
دیͽر فرزند

” پسر
پسر

ı

,
” بزرگتر پسر

کوچͺتر دختر

ı

,
” کوچͺتر پسر

بزرگتر دختر

ı

.

وقتͬ برابر دو شدنش برنده شانس است، دختر دیͽر فرزند بͽوید عاطفه اگر پس

است. پسر دیͽر فرزند بͽوید که است

٣٠



ࡲࡊموعه ھا

مسعودی مهندس استدلال

ممͺن حالت های همۀ است، پسر فرزندانش از ͬͺی باشد گفته تماشاچͬ اینکه از قبل
ͬ باشد: م این گونه

” بزرگتر پسر
کوچͺتر پسر

ı

,
” کوچͺتر پسر

بزرگتر پسر

ı

,
” پسر

دختر

ı

,
” دختر

پسر

ı

,
” بزرگتر دختر

کوچͺتر دختر

ı

,
” کوچͺتر دختر

بزرگتر دختر

ı

.

“ دوم پسر
اول پسر

‰

،
“ اول پسر

دوم پسر
‰

حالت سه پس است پسر معلوم، جنسیت با فرزندِ چون

فرزند بͽوید عاطفه اگر بنابراین هستند. مسئله ممͺن حالت های همۀ ،
“ پسر

دختر
‰

و

دختر دیͽر فرزند بͽوید که است وقتͬ برابر دو شدنش برنده شانس است، پسر دیͽر

ͬ باشد. م

کنید. گفت وگو ͬ هایتان هم کلاس با بالا، استدلال های نادرستͬ یا درستͬ دربارۀ

اینکه احتمال باشد، آمده رو اول بار سͺه اگر است. کرده پرتاب دوبار را سͺه ای پژمان الف) .٩

است؟ چقدر باشد، آمده رو نیز دوم بار

اطلاع پرتاب ها از ͬͺی در سͺه آمدن رو از اگر است. کرده پرتاب دوبار را سͺه ای منیژه ب)

است؟ چقدر باشد آمده رو سͺه نیز پرتاب ͬͺی آن در اینکه احتمال باشیم، داشته

ابجد ترتیب

این پرسیده اید: حال به تا آیا دیده اید. را الفبا حروف از ترتیب این احتمالا د. ج، ب، الف،

است؟ ترتیبی چه دیͽر

آن به که است معمول الفبا حرف های اساس بر نویسͬ عدد نوعͬ ایرانͬ شاعران میان در

زیر شͺل به الفبا حروف ترتیب شیوه، این در ͬ گویند. م تاریخ» «ماده یا جمله ها» «حساب

است:

ضʿظَغ. ثَخَذ قُرِشَت سʿعفَص ک͑ل˼مʿن حˀطͬ هʿو̮ز اَبجʿد
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است: زیر شͺل به اعداد با حرف ها رابطۀ ندارند! خاصͬ معنای کلمات این از ͷی هیچ البته

ع س ن م ل ک ی ط ح ز و د     ه ـ  ج ب الف

٧٠ ۶٠ ۵٠ ۴٠ ٣٠ ٢٠ ١٠ ٩ ٨ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١

شͺل به دیͽر حروف از ͷهری است. مربوط شده نوشته آن بالای در که حرفͬ به عدد هر

مربوط اند: عدد ͷی به زیر

غ ظ ض ذ خ ث ت ش ر ق ص ف

١٠٠٠ ٩٠٠ ٨٠٠ ٧٠٠ ۶٠٠ ۵٠٠ ۴٠٠ ٣٠٠ ٢٠٠ ١٠٠ ٩٠ ٨٠

کرد. بیان عبارت ͷی یا جمله ͷی با را عدد ͷی ͬ توان م بالا، حروف و اعداد از استفاده با

بیتِ: در را شیرازی ابواسحاق شیخ شاه شدن کشته تاریخ حافظ، مثال، برای

کاک͒ل مˀشͺین شه وفات تاریخ هست گل و لاله و یاسمن و سمن و سرو و بلبل

داریم: جمله ها حساب با است. آورده

١۵٠ “ سمن ٢۶۶ “ سرو ۶۴ “ بلبل

۵٠ “ گل ۶۶ “ لاله ١۶١ “ یاسمن
است. ابواسحاق شدن کشته سال که ٧۵٧ با است برابر اعداد این مجموع

کرد. موافقت مشروطه با قمری هجری ١٣٢۴ سال در زیر) (تصویر قاجار شاه مظفرالدین

١٣٢۴ عدد با برابر مظفر» «عدل جمله ها حساب با شد. معروف مظفر» «عدل به کار این

است.

  

بسازید. خود تولد سال برای عبارت ͷی
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ͬ شود. م ساخته مثبت حقیقͬ عدد بی شمار ͬ کنید م مشاهده که الͽویی دادن ادامه با

و
?

٢ مانند اعدادی الͽو این در زیرا نیستند؛ مثبت حقیقͬ اعداد همۀ اعداد این ولͬ

ͬ شوند. نم تولید π



حقیقى عددھای

گویا عددهای

است؟ چپ سمت کسر دو بین راست، سمت کسر  چهار از ͷکدام ی قسمت، هر در .١

(الف ٢
٣

,
٣
۴

,
١٧
٢۴

,
٩١

١٢٠
,

٨٧
١٢٠

,
۶۵
٩۶

(ب ٧
۵

,
۵
٣

,
٢٣
١۵

,
۵١
۴۵

,
١١٣
٧۵

,
١١٩
٩٠

ͬ کند؟ م مشخص را مجموعه ͷی زیر عبارت های از ͷکدام ی .٢

باشد. ٢ برابر آنها مجموع که ͷی از کمتر گویای عدد دو الف)

مثبت گویای عدد کوچͷ ترین ب)

١
٣ و ١

٢ بین گویا عدد میلیون ͷی ج)

که بیابید کسر دو هر بین کسری سپس کنید. مقایسه هم با را زیر کسرهای از جفت هر ابتدا .٣

باشد. ٢۴ آن مخرج

(الف ٣
٧

,
٢
۵

(ب ٢
۵

,
١
٣

.a
b ă a`c

b`d ă c
d آنگاه ،a

b ă c
d و باشند مثبت عدد چهار d و c ،b ،a اگر که کنید ثابت .۴

بررسͬ را نفر دو این راه حل ابتدا کرده اند. حل زیر راه حل های با را مسئله این ملیحه و مریم

دهید. ارائه دیͽری راه حل سپس کنید.

مریم راه حل

١

a
b

c
d

b
b`d

d
b`d

و آبی ناحیۀ دو مساحت مجموع روبه رو، مستطیل در

آبی، ناحیه های مساحت مجموع است. a
b برابر زرد

مساحت مجموع ͬ باشد. م a`c
b`d برابر صورتͬ و زرد

است برابر خاکستری و صورتͬ زرد، آبی، ناحیۀ چهار

.a
b ă a`c

b`d ă c
d که: است واضح بنابراین . c

d با

٣۴
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ملیحه راه حل

کاسه، ͷی در و باشد شده حل آب گرم b در ͷنم گرم a لیوان، ͷی در کنید فرض

پارچ، ͷی داخل را محلول دو این اگر باشد. محلول آب گرم d در ͷنم گرم c

آب گرم b ` d و ͷنم گرم a ` c پارچ، داخل محلول آنگاه بریزیم، روی هم

داخل محلول غلظت از کمتر لیوان داخل محلول غلظت کنید فرض حال دارد.

باشد لیوان داخل ͷآب نم از شورتر کاسه داخل ͷآب نم (به عبارتِ دیͽر باشد کاسه

داخل محلول غلظت از پارچ داخل محلول غلظت دراین صورت .(a
b ă c

d یعنͬ

یعنͬ: است. کمتر کاسه داخل محلول غلظت از و بیشتر لیوان
a

b
ă

a ` c

b ` d
ă

c

d
¨

باشند؟ مثبت d و c ،b ،a عدد چهار هر است لازم آیا قبل، مسئلۀ در .۵

بیابید. عددی زیر، عدد دو بین که کنید تلاش .۶
٢٣
٩٩

,
٢٣٢٣٢٣
٩٩٩٩٩٩

٧
١٠ ă c

d ă ۵
٧ به طوری که بیابید را d و c مقادیر تمام باشند. طبیعͬ عدد دو d و c کنید فرض .٧

باشد. d ă ٢٠ و

و صحیح آن صورت که بنویسند کسری به صورت را ٠ ٧٢ عدد ͬ خواستند م مانا و دانا .٨

کنید. بررسͬ را ͷهری راه حل باشد. طبیعͬ مخرجش

دانا راه حل

دارند، قرار گردش دورۀ داخل ٠٫٧٢٧٢٧٢ ¨ ¨ ¨ عدد ممیزِ از بعد ارقام همۀ چون

ͬ کنیم م جابه جا طوری را ٠٫٧٢٧٢٧٢ ¨ ¨ ¨ عدد رقم های ابتدا است. ساده تر کارمان

عدد پس شوند. ظاهر ممیز از قبل یͷ بار حداقل گردش دورۀ داخل ارقام که

٣۵
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با حال ͬ آید. م به دست است، ٠٫٧٢٧٢٧٢ ¨ ¨ ¨ برابر ١٠٠ که ٧٢٫٧٢٧٢٧٢ ¨ ¨ ¨

را ممیز از بعد ارقام تفریق، عمل و ٧٢٫٧٢٧٢٧٢ ¨ ¨ ¨ ،٠٫٧٢٧٢٧٢ ¨ ¨ ¨ از استفاده

ͬ کنیم: م نابود

٧٢٫٧٢٧٢٧٢ ¨ ¨ ¨ ´ ٠٫٧٢٧٢٧٢ ¨ ¨ ¨ “ ٧٢.

است برابر ٠٫٧٢٧٢٧٢ ¨ ¨ ¨ پس است. ٧٢ با مساوی ٠٫٧٢٧٢٧٢ ¨ ¨ ¨ برابر ٩٩ یعنͬ

. ٧٢
٩٩ با

مانا راه حل

a “ ٠ ٧٢ ùñ ١٠٠a “ ٧٢ ٧٢

ùñ ١٠٠a ´ a “ ٧٢ ٧٢ ´ ٠ ٧٢

ùñ ٩٩a “ ٧٢

ùñ a “
٧٢
٩٩

¨

باشد. طبیعͬ مخرجش و صحیح آن صورت که کنید تبدیل کسری به را زیر اعداد از ͷهری .٩

(الف ٠ ٧ (ب ١ ٣ (ج ١٢ ٢٣ (د ´٢ ١۶٨

صحیح آن صورت که بنویسند کسری به صورت را ١ ٣٢۵٧ عدد ͬ خواستند م این بار مانا و دانا .١٠

کنید. بررسͬ را ͷهری راه حل باشد. طبیعͬ مخرجش و

دانا راه حل

ندارند، قرار گردش دورۀ داخل ١٫٣٢۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨ عدد ممیزِ از بعد ارقام همۀ چون

رقم های رقم ها، کردن جابه جا یͷ بار با ͬ توانیم نم چون است؛ سخت تر کارمان پس

٣۶
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را ١٫٣٢۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨ عدد رقم های ابتدا بنابراین کنیم، نابود را گردش دورۀ داخل

پس بمانند. ممیز از بعد گردش˂، دورۀ داخل ارقام فقط که ͬ کنیم م جابه جا طوری

ͬ آید. م به دست است، ١٫٣٢۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨ برابر ١٠٠ که ١٣٢٫۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨ عدد

دورۀ داخل ارقام که ͬ کنیم م جابه جا طوری را ١٣٢٫۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨ رقم های سپس

١٣٢۵٧٫۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨ عدد بنابراین شوند. ظاهر ممیز از قبل یͷ بار حداقل گردش

از استفاده با حال ͬ آید. م به دست است، ١٫٣٢۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨ برابر ١٠٠٠٠ که

نابود را ممیز از بعد ارقام تفریق، عمل و ١٣٢٫۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨ ،١٣٢۵٧٫۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨

ͬ کنیم: م

١٣٢۵٧٫۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨ ´ ١٣٢٫۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨ “ ١٣١٢۵.

پس است. ١٣١٢۵ با مساوی ١٫٣٢۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨ برابر ٩٩٠٠ یعنͬ

. ١٣١٢۵
٩٩٠٠ با است برابر ١٫٣٢۵٧۵٧۵٧ ¨ ¨ ¨

مانا راه حل

a “ ١ ٣٢۵٧ ùñ ١٠٠a “ ١٣٢ ۵٧

ùñ ١٠٠٠٠a “ ١٣٢۵٧ ۵٧

ùñ ١٠٠٠٠a ´ ١٠٠a “ ١٣٢۵٧ ۵٧ ´ ١٣٢ ۵٧

ùñ ٩٩٠٠a “ ١٣١٢۵

ùñ a “
١٣١٢۵
٩٩٠٠

¨

باشد. طبیعͬ مخرجش و صحیح آن صورت که کنید تبدیل کسری به را زیر اعداد از ͷهری .١١

(الف ۴٫۵٧١ (ب ۶٣٫٠٧ (ج ۶٣٫٠٧١٢ (د ´٢ ١١۶٨

دهید. پاسخ ١۶ و ١۵ ،١۴ ،١٣ ،١٢ پرسش های به گردش» دورۀ «طول تعریف باتوجه به •

٣٧
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گردش دورۀ طول

n اگر باشد. موجود رقم n آن گردش دروۀ درون که باشد عدد ͷی a کنید فرض

مثال، برای ͬ نامیم. م a گردش دورۀ طول را n آنگاه باشد،  ممͺن عدد کوچͺترین

است. ٣ برابر ٣٫۴٣٩٨٣٩٨ گردش دورۀ طول و ٢ برابر ٠٫١۵۶ گردش دوره  ˄ طول

ͷکم ماشین حساب از ͬ توانید م آورد. به دست را زیر کسرهای از ͷهری گردش دورۀ طول .١٢

بͽیرید.

(الف ١
١١ (ب ۵

٢٢ (ج ١
١٧ (د ٢

٢١

(ھ ٢٠
٣٧ (و ١٢

۴١ (ز ٩
١٠١ (ح ۴١

٣٣٣

گردش دورۀ طول بزنیم جمع ۴١
٣٣٣ با را آن اگر که بنویسید ٣ گردش دورۀ طول با عددی الف) .١٣

باشد. ٣ برابر حاصل جمع،

گردش دورۀ طول بزنیم جمع ۴١
٣٣٣ با را آن اگر که بنویسید ٣ گردش دورۀ طول با عددی ب)

باشد. ١ برابر حاصل جمع،

دورۀ حاصل جمع، بزنیم جمع ۴١
٣٣٣ با را آن اگر که بنویسید ٣ گردش دورۀ طول با عددی ج)

باشد. نداشته گردش

بیابید. را ١
٧ کسر گردش دورۀ طول الف) .١۴

آورید. به دست ماشین حساب ͷبه کم را ۶
٧ ،. . . ، ٣

٧ ، ٢
٧ ، ١

٧ کسرهای اعشاری نمایش ب)

دارند؟ باهم ارتباطͬ چه کسرها این گردش دورۀ داخل ارقام

بیابید. را ١
١٣ کسر گردش دورۀ طول الف) .١۵

آورید. به دست ماشین حساب ͷبه کم را ١٢
١٣ ،. . . ، ٣

١٣ ، ٢
١٣ ، ١

١٣ کسرهای اعشاری نمایش ب)

دارند؟ باهم ارتباطͬ چه کسرها این گردش دورۀ داخل ارقام

است؟ p ´ ١ برابر ١
p عدد گردش̞ دورۀ طول pهایی چه برای باشد، اول عددی p اگر پروژه. .١۶

٣٨



حقیقى عددھای

باشد. کرده پیدا ادامه
n
m

n
m`n

n`m
m

رابطۀ با زیر الͽوی کنید فرض پروژه. .١٧

١
١

١
٢

١
٣

١
۴

١
۵

۵
۴

۴
٣

۴
٧

٧
٣

٣
٢

٣
۵

٣
٨

٨
۵

۵
٢

۵
٧

٧
٢

٢
١

٢
٣

٢
۵

٢
٧

٧
۵

۵
٣

۵
٨

٨
٣

٣
١

٣
۴

٣
٧

٧
۴

۴
١

۴
۵

۵
١

آن نام که ͬ شود م ساخته الͽویی بنویسیم، پشت سرهم زیر، به صورت را الͽو این اعداد اگر

است. کالͺین‐ویلف١ دنبالۀ
١
١

,
١
٢

,
٢
١

,
١
٣

,
٣
٢

,
٢
٣

,
٣
١

,
١
۴

,
۴
٣

,
٣
۵

,
۵
٢

,
٢
۵

,
۵
٣

,
٣
۴

,
۴
١

, ¨ ¨ ¨ .

ͬ شود. م ظاهر یͷ بار دقیقاً مثبت گویای عدد هر کالͺین‐ویلف دنبالۀ در کنید ثابت الف)

عدد هر آن در که بیابید مثبت گویای اعداد همۀ تولید برای دیͽری روش ͬ توانید م آیا ب)

کالͺین‐ویلف دنبالۀ با واقعاً شما دنبالۀ (اگر شود؟ ظاهر یͷ بار دقیقاً مثبت گویای

شناخت.) خواهند دنباله این عملͺرد به خاطر را شما نام دنیا تمام در باشد، متفاوت

 

حقیقͬ اعداد

دارند؟ چپ سمت اعداد اعشاری نمایش با تفاوتͬ چه راست سمت اعداد اعشاری نمایش .١

 •  ٠٫١٢١٢١٢١٢١٢١٢١٢١٢ . . . ■ ٠٫٠١٢٣۴۵۶٧٨٩١٠١١١٢ . . .  

•  ٢٫١٢٣۴۴۴۴۴۴۴۴۴۴۴۴۴ . . .  ■ ٠٫١٠١١٠٠١١١٠٠٠١١١١ . . .  

•  ١٫١٢٣۴١٠١١٠١٠١٠١٠١٠ . . . ■ ٣٫١۴١۵٩٢۶۵٣۵٨٩٧٩٣ . . .

Calkin-Wilf sequence١

٣٩



حقیقى عددھای

راه «بهترین است: نوشته دایره محیط محاسبۀ دربارۀ المقابله» و «الجبر کتاب در خوارزمͬ .٢

بزرگ خدای است. روش ساده ترین و سریع ترین این کنیم. ضرب ٢٢
٧ در را قطر که است این

ͬ داند.» م بهتر

است. شده نوشته اعشار رقم سͬ تا π عدد زیر، در

٣٫١۴١۵٩٢۶۵٣۵٨٩٧٩٣٢٣٨۴۶٢۶۴٣٣٨٣٢٨

دهید. پاسخ زیر پرسش های به

کرده ایم؟ خطا چقدر کنیم، استفاده ٢٢
٧ از π به جای دایره محیط محاسبۀ در اگر الف)

کرده ایم؟ خطا چقدر کنیم، استفاده ٣۵۵
١١٣ از π به جای دایره محیط محاسبۀ در اگر ب)

آورید. به دست ماشین حساب با را
?

٢ تقریبی مقدار .٣

.٠ ă
?

٢ ´ m
n ă ٠٫٠٠١ که بزنید مثال ،m

n مانند طبیعͬ، مخرج و صورت با کسری الف)

بزنید مثال باشد، اول ۵ و ٢ به نسبت n که m
n مانند طبیعͬ، مخرج و صورت با کسری ب)

.٠ ă
?

٢ ´ m
n ă ٠٫٠٠٠٠٠١ که

عددی چه نشان دهندۀ X نقطۀ است. واحد ١ برابر AB پاره خط طول زیر، شͺل در الف) .۴

است؟

´٣ ´٢ ´١ ٠ ١ ٢ ٣

B

A

X

بیابید طوری را n و m است. اول ۵ و ٢ به نسبت n و n P N ،m P Z کنید فرض ب)

دارد؟ جواب چند مسئله این .٠ ă m
n ´ X ă ٠٫٠٠٠٠٠١ که

۴٠



حقیقى عددھای

کنید. ا˚فراز دارند، عضو بی شمار ͷهری که زیرمجموعه دو به را حقیقͬ اعداد مجموعۀ .۵

هر و کنید ا˚فراز دارند، عضو بی شمار ͷهری که زیرمجموعه دو به را طبیعͬ اعداد مجموعۀ .۶

دهید. نمایش ریاضͬ نمادهای با را زیرمجموعه

ا˚فراز دارند، عضو بی شمار ͷهری که C و B ،A مجموعۀ زیر سه به را N مجموعۀ الف) .٧

عبارت های با را خالͬ جاهای آنگاه باشند، زیر به صورت C و B ،A اگر کرده ایم.

کنید. پر مناسب

A “ t٣x | x P ⃝u, B “ t٣x´⃝ | x P Nu, C “ t⃝x`⃝ | x P ⃝u

است؟ مجموعه کدام عضو x ` y گفت ͬ توان م آیا ،x, y P B اگر ب)

و کنید ا˚فراز دارند، عضو بی شمار کدام هر که زیرمجموعه پنج به را صحیح اعداد مجموعۀ .٨

دهید. نمایش ریاضͬ نمادهای با را زیرمجموعه هر

عضو بی شمار ͷهری که C و B ،A زیرمجموعۀ سه به صحیح اعداد مجموعۀ کنید فرض .٩

،B “ t۶k ´ ١ | k P Nu و A “ t۶k ` ٢ | k P Nu اگر باشند. شده ا˚فراز دارند،

است؟ C مجموعۀ عضو زیر عددهای از ͷکدام ی

(الف ´١١ (ب ´١٩ (ج ´٣٢ (د ۵٣

کنید. تحقیق دراین باره کرده اند. ا˚فراز زیرمجموعه دو به را گنگ اعداد مجموعۀ ͬ دان ها ریاض .١٠

تقریبی محاسبۀ و قدرمطلق

بنویسید. قدرمطلق نماد از استفاده بدون را زیر عبارت های از ͷهری حاصل .١

(الف ´١ ´
ˇ

ˇ١ ´ | ´ ١|
ˇ

ˇ (ب |٢
?

۵ ´
?

۵|

(ج |٢ ´
?

٣| ´
?

١|٣ ´
?

٣| (د |١٠ ´ π٢|

(ھ
ˇ

ˇp
?

٢q٣ ´ p
?

٣q٢
ˇ

ˇ ´
a

p
?

٢ ´
?

٣q٢

۴١



حقیقى عددھای

کنید. مشخص اعضایشان با را زیر مجموعه های از ͷهری .٢

(الف t|x| | x P Z, ´۵ ď x ď ۵u

(ب t|x ´ ٢| | x٢ P Z, ´۴ ď x ď ٣u

(ج tx٢ ´ | ´ x| | x P Z, ´٢ ď x ď ۴u

(د tp´١qx`٣px ´ |x|q | x P Z, ´٣ ď x ď ۴u

کنید. مشخص را آنها برابرند؟ هم با مجموعه ها کدام .٣

(الف tx|x| | x P Z, ´٣ ď x ď ٢u

(ب txpx ` ١q | x P N, ٢ ď x ď ۶u

(ج tp´١qx|x ´ ۴|٢ | x P Z, ١ ď x ď ۶u

(د tx | x P R, xpx ` ٢q “ ٠u

(ھ tx٣ ´ |x| | x P Z, ´١ ď x ď ١u

(و tp´١qx`۴x٢ | x P Z, ´٣ ď x ď ٢u

(ز t´٩, ۴, ´١, ٠, ١, ´۴u

(ح tx٢ ´ |x| | x P Z, ٢ ď x ď ۶u

(ط tx٢ ` |x| | x P Z, ´۶ ď x ď ´٢u

که بیابید nای و m است. اول ۵ و ٢ به نسبت n و n P N ،m P Z کنید فرض .۴

٠ ă
m

n
´ |

?
٢ ´

?
٣| ă ٠٫٠٠٠٠٠١.

بͽیرید. ͷکم ماشین حساب از
?

٢ ´
?

٣ تقریبی مقدار محاسبۀ برای ͬ توانید م

۴٢



٣فصل هندسه در اثبات و استدلال

خانه های برش، این در ͬ دهد. م نشان را حلزون ͷی صدف از برشͬ بالا تصویر

خانه ها، این شدن بزرگ روند در اما شده اند. بزرگ تدریج به که ͬ بینید م را ͬͺکوچ

یͺدیͽرند. مشابه تقریباً خانه ها این همۀ که مانده اند  ͬ باق متناسب طوری اجزاء



ھندسه در اثبات و استدلال

گفت و گو

حلّͬ علامه مدرسۀ هندسۀ کلاس در

چه برای ما است. کرده مشغول را ذهنم است وقت چند که دارم سؤال ͷی ببخشید دانش آموز:

بخوانیم؟ هندسه باید

است؟ مفید خواندن هندسه نداری قبول یعنͬ معلم:

پیچیدۀ مسائل همه این باید چرا اما است؛ مفید خواندن هندسه تاحدّی دارم قبول بله. دانش آموز:

کنیم؟ حل را هندسه

برایتان آینده در ͬ بینید، م که هندسه ای مسائل این کنید. آماده آینده برای را خودتان باید معلم:

دانش به نیاز بشوید، ساختمان طراحͬ مهندس اگر مثال برای است. کاربردی بسیار

خواند. هندسه باید پس دارید. هندسه بالای بسیار

ندیده ام حالا تا من معمار. مهندس خواهرم و است عمران مهندس من برادر اما ببخشید، دانش آموز:

قضیه های این پروژه هایشان دادن انجام در یا کنند؛ حل را هندسه مسائل این جور آنها که

ببرند. به کار را هندسه

ͬ کشند؟! نم منحنͬ و دایره و خط اصلا́ آنها یعنͬ زد] مͬ داری معنͬ لبخند ͬ که [درحال معلم:

دارند؟ سروکار هندسه با بͺشند منحنͬ و دایره اگر یعنͬ دانش آموز:

بله. معلم:

هستند! هندسه دان هم هنرمندان و نقاش ها همۀ یعنͬ استدلال این با پس دانش آموز:

بله. معلم:

به سادگͬ بتوانند باید باشند هندسه دان نقاش ها و هنرمندان اگر ͬ کنم. م امتحان حتماً من دانش آموز:

کنند. حل را کتاب این هندسۀ معمولͬ مسائل

۴۴



ھندسه در اثبات و استدلال

ͬ کنم.» م امتحان حتماً «من کرد: تکرار آموز دانش همان دوباره بود، شده تمام بحث نظر به ͬ که درحال

فرزانگان مدرسۀ هندسۀ کلاس در

چه برای ما است. کرده مشغول را ذهنم است وقت چند که دارم سؤال ͷی ببخشید دانش آموز:

بخوانیم؟ هندسه باید

واقع در ͬ کنیم م فکر هندسه مسئلۀ ͷی دربارۀ وقتͬ ذهن. رشد برای است تمرینͬ هندسه معلم:

پیچیده تری نتایج بتواند ساده، اصول و قواعد سری ͷی از که ͬ کنیم م مجبور را ذهنمان

آورد. به دست را

است؟ درست هم خواندن ریاضͬ مورد در مسئله این دانش آموز:

بله. معلم:

فقط و ͬ کنیم نم حذف ریاضͬ کتاب های از را هندسه چرا ͬ خوانیم؟ م هندسه چرا پس دانش آموز:

ͬ خوانیم؟ نم ریاضͬ

از و باشد واضح قواعد و اصول اینقدر که است ریاضͬ از جایی کمتر در واقع در معلم:

خواندن هندسه نداری قبول یعنͬ بͽیریم. کننده خیره و پیچیده نتایج مشخصͬ پایه های

است؟ مفید

پیچیدۀ مسائل همه این باید چرا اما است. مفید خواندن هندسه تاحدّی دارم قبول بله. دانش آموز:

کنیم؟ حل را هندسه

برایتان آینده در ͬ بینید م که هندسه ای مسائل این کنید. آماده آینده برای را خودتان باید معلم:

است. لازم هندسه از حاصل ذهنͬ رشد آموزشͬ، فرایند در اما ندارند؛ کاربردی تقریباً

خواند. هندسه باید پس

ادعا این درستͬ ͬ توانم م چطور که ͬ کرد م فکر خودش با نگفت چیزی دیͽر ͬ که درحال دانش آموز

کنم. اعتماد باید فعلا́ شاید دهم. نشان را

۴۵
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بهشتͬ شهید مدرسۀ هندسۀ کلاس در

چه برای ما است. کرده مشغول را ذهنم است وقت چند که دارم سؤال ͷی ببخشید دانش آموز:

بخوانیم؟ هندسه باید

است؟ مفید خواندن هندسه نداری قبول یعنͬ هندسه! معلم:

ندارم. قبول «نه»؛ نباشد، توهین اگر خاراند] مͬ را سرش ͬ که [درحال دانش آموز:

است؟ مفید چیزی چه خواندن خواندن، هندسه به جای تو نظر به خب. معلم:

هندسه؟ به جای تردید] [با دانش آموز:

لیستͬ ͬ توانست م او است»، مفید چیزی چه «خواندن بود گفته معلم اگر کرد. فکر لحظه ای دانش آموز

خواندن». هندسه «به جای بود گفته معلمشان اما دهد. ارائه را زندگͬ ضروری و مهم مطالب از

دهد؟ رشد من در را مهارتͬ چه است قرار خواندن هندسه که ببینم باید دانش آموز:

کنیم. شͺل به تبدیل را متن ها چطور که ͬ گیریم م یاد ͬ خوانیم م هندسه وقتͬ مثلا́ معلم:

دارد؟ نقش من آیندۀ در مهارت، این دانش آموز:

بله. من، نظر به معلم:

دهد. نشان را ادعا این درستͬ ͬ تواند م چطور که فکر کرد خودش با و نگفت چیزی دیͽر معلم

هندسͬ» استدلال های «دربارۀ کتاب از بخشͬ

ͬ کردم. م گوش ساله  سیزده دانش آموز دو گفت وگوی به تحصیلͬ، سال ابتدای در روز ͷی

شͽفتͬ با هندسه درس از آنها ͬ از ͺی ͬ کردند. م بحث داشتند، که تازه ای درس های دربارۀ آنها

برابر مثلث دو ͬ شود، م کلاس وارد معلم است، عجیبی بسیار «درس ͬ گفت: م او ͬ کرد. م یاد

کند. ثابت ما برای را آنها برابری ͬ کند، م تلاش ساعت طول تمام در و ͬ کند م رسم تخته روی

دارد؟!» لزومͬ چه است، واضح که مطلبی دربارۀ بیهوده تلاش این ͬ فهمد نم هیچ کس

۴۶
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هندسه در اثبات با آشنایی

قضیه

که است مسئله از داده هایی فرض، دارند. حͺم و فرض ریاضͬ، مسائل از بسیاری

را بودنش نادرست یا درست باید که است موضوعͬ حͺم، ͬ پذیریم. م را آنها درستͬ

کنیم. بررسͬ

درست توانستیم پذیرفته ایم، را آنها درستͬ که حقایقͬ و مسئله فرض های ͷبه کم اگر

بͽوییم. قضیه مسئله آن به ͬ توانیم م بͽیریم، نتیجه را حͺم بودن

دارند، فراوان کاربرد مسائل اثبات در که را قضیه هایی ͬ دان ها ریاض معمولا˟

ͬ کنند. م نام گذاری

پرکاربرد قضیۀ چند

بنویسید. را ͷهری حͺم و فرض دارند. فراوان کاربرد هندسه مسائل حل در زیر قضیه های

برابرند. متقابل به رأس زاویه های متقابل به رأس. زاویه های قضیۀ .١

و کند قطع را ℓ٢ و ℓ١ موازی خط دو d خط اگر مورب. و موازی خطوط قضیۀ الف) .٢

. pA١ “ pB١ آنگاه آورد، پدید را B١ و A١ زاویه های

ℓ١

ℓ٢
d

B

A ١
١ ą

ą

و کند قطع را ℓ٢ و ℓ١ خط دو d خط اگر مورب. و موازی خطوط قضیۀ عکس ب)

موازی اند. ℓ٢ و ℓ١ آنگاه ، pA١ “ pB١ به طوری که آیند پدید B١ و A١ زاویه های

ℓ١

ℓ٢
d

B

A ١
١
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است. درجه ١٨٠ مثلث هر زاویه های مجموع مثلث. زاویه های مجموع قضیۀ .٣

مجموع با است برابر دلخواه مثلث ͷی در خارجͬ زاویۀ هر اندازۀ مثلث. خارجͬ زاویۀ قضیۀ .۴

غیرمجاورش. داخلͬ زاویه های اندازه های

مثلثͬ از آنها بین زاویۀ و ضلع دو با مثلثͬ از آنها بین زاویۀ و ضلع دو اگر اصل١ض ز ض. .۵

هم نهشت اند. مثلث دو این آنگاه باشند، برابر دیͽر

دیͽر مثلثͬ از آنها بین ضلع و زاویه دو با مثلثͬ از آنها بین ضلع و زاویه دو اگر زض ز. قضیۀ .۶

هم نهشت اند. مثلث دو این آنگاه باشند، برابر

دو این آنگاه باشد، برابر دیͽر مثلثͬ از ضلع سه با مثلثͬ از ضلع سه اگر ض ض ض. قضیۀ .٧

هم نهشت اند. مثلث

آنها بین غیر ضلع و زاویه دو با مثلث ͷی از آنها بین غیر ضلع و زاویه دو اگر ززض. قضیۀ .٨

هم نهشت اند. مثلث دو این آنگاه باشند، برابر نظیر به نظیر دیͽر، مثلثͬ از

پاره خط آن سر دو از پاره خط ͷی عمودمنصˁفِ روی نقطه هر عمودمنصˁف. قضیۀ الف) .٩

دارد. یͺسان فاصلۀ

داشته یͺسان فاصلۀ پاره خط ͷی سر دو از نقطه ای اگر عمودمنصˁف. قضیۀ عکس ب)

دارد. قرار پاره خط عمودمنصˁف روی نقطه این باشد،

باهم ساق پای زاویه های متساوی الساقین مثلث هر در متساوی الساقین. مثلث قضیۀ الف) .١٠

برابرند.

مثلث آن باشد، داشته برابر زاویۀ دو مثلثͬ اگر متساوی الساقین. مثلث قضیۀ عکس ب)

است. متساوی الساقین

اندازۀ مربع های مجموع با وتر اندازۀ مربع قائم الزاویه مثلث هر در فیثاغورس. قضیۀ الف) .١١

است. برابر دیͽر ضلع دو

ͬ شود. م پذیرفته استدلال بدون آن درستͬ که است عبارتͬ اصل، ریاضیات ١در

۴٨



ھندسه در اثبات و استدلال

اندازۀ مربع های مجموع با ضلع ͷی اندازۀ مربع مثلثͬ در اگر فیثاغورس. قضیۀ عکس ب)

است. قائم الزاویه مثلث آن باشد،  برابر دیͽر ضلع دو

از ضلع ͷی و وتر با قائم الزاویه مثلث ͷی از ضلع ͷی و وتر اگر ضلع. ͷی و وتر قضیۀ .١٢

هم نهشت اند. مثلث دو این آنگاه باشند، برابر دیͽر قائم الزاویه ای مثلث

دارد. یͺسان فاصلۀ زاویه آن ضلع دو از زاویه ͷی نیم ساز روی نقطه هر نیم ساز. قضیۀ الف) .١٣

باشد، داشته یͺسان فاصلۀ زاویه ͷی ضلع دو از نقطه ای اگر نیم ساز. قضیۀ عکس ب)

دارد. قرار زاویه آن نیم ساز روی نقطه این

است. عمود مماس خط بر تماس نقطۀ در دایره شعاع مماس. و شعاع قضیۀ .١۴

برعکس. و برابرند برابر، کمان دو نظیر وترهای وتر. و کمان قضیۀ .١۵

است. برابر زاویه به آن روبه رو کمان نصف با محاطͬ زاویۀ هر اندازۀ محاطͬ. زاویۀ قضیۀ .١۶

مسائل

دو عمودمنصˁف های کرده اند. قطع M نقطۀ در را یͺدیͽر CD و AB برابر پاره خط دو .١

AMC زاویۀ درون N نقطۀ اگر کرده اند. قطع N نقطۀ در را یͺدیͽر BC و AD پاره خط

است. AMC زاویۀ نیم ساز MN کنید ثابت آنگاه باشد،

بˀرنا راه حل است. کرده حل را مسئله این آمده، قبل بخش در که قضیه هایی از استفاده با بˀرنا

از که را قضیه ای هر نام بˀرنا) راه حل (مانند بعدی مسئله های حل در نیز شما کنید. بررسͬ را

نمایید. ذکر ͬ کنید، م استفاده آن
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بˀرنا راه حل

D

A

B

C

M

N
عمودمنصˁف های روی N نقطۀ چون

پس دارد، قرار BC و AD پاره خط های

داریم: عمودمنصˁف قضیۀ بنابه

AN “ DN p١q, BN “ CN p٢q

هم نهشت اند. CDN و ABN مثلث دو کنیم ثابت ͬ توانیم م حال

AB “ CD مسئله فرض

AN “ DN p١q بنابه

BN “ CN p٢q بنابه

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

ض ض ض قضیۀ
ùùùùùùñ

△
ABN –

△
CDN

متناظر اجزای بقیۀ
ùùùùùùùñ

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

A pBN “ D pCN p٣q

N pAB “ N pDC

B pNA “ C pND

نیم ساز قضیۀ عکس از است AMC زاویۀ نیم ساز MN دهیم نشان اینکه برای

زاویۀ ضلع دو از N نقطۀ کنیم ثابت است کافͬ کار این برای ͬ کنیم. م استفاده

دارد. یͺسان فاصلۀ AMC

D

A

B

C

M

N

H K

روبه رو شͺل در که ͬ کنیم م ثابت بنابراین

برای برابرند. NK و NH پاره خط دو

ͬ دهیم: م نشان کار این

△BNH – △CNK.

N pHB “ N pKC و (٢ (بنابه A pBN “ D pCN ،(١ (بنابه BN “ CN چون

هم نهشت اند. CNK و BNH مثلث دو ززض، قضیۀ بنابه پس قائمه اند)، دو (هر

.NH “ NK نتیجه در
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و NBC ،MAB متساوی الاضلاع مثلث های آن، بیرون در و ABC مثلث ضلع های روی .٢

برابرند. PB و NA ،MC پاره خط سه کنید ثابت شده اند. رسم PAC

کنید ثابت کرده اند. قطع O نقطۀ در را یͺدیͽر B و A زاویه های نیم ساز ABC مثلث در .٣

E و D در به ترتیب را BC و AC ضلع های و شود رسم AB با موازی خطͬ O نقطۀ از اگر

است. برابر BE و AD اندازه های مجموع با DE پاره خط اندازۀ آنگاه کند، قطع

عبارت از «زض ز» قضیۀ در ولͬ شده استفاده نظیر» به «نظیر عبارت از «ززض»، قضیۀ در چرا .۴

است؟ نشده استفاده نظیر» به «نظیر

کنید. بررسͬ را زیر عبارت نادرستͬ یا درستͬ الف) .۵

برابر دیͽر قائم الزاویۀ مثلث ͷی از ضلع دو با قائم الزاویه مثلث ͷی از ضلع دو اگر

هم نهشت اند. مثلث دو این آنگاه باشند،

دارد؟ ضلع ͷی و وتر قضیۀ با تفاوتͬ چه بالا عبارت ب)

AD ضلع روی را یͺدیͽر CD و AB ضلع های عمودمنصˁف های ABCD چهارضلعͬ در .۶

برابرند. نیز BD و AC پاره خط دو کنید ثابت .B pAD “ C pDA و ͬ کنند م قطع

ͬ کنند. م قطع D نقطۀ در را یͺدیͽر BN و AM مساوی وتر دو امتداد AOB دایرۀ ربع روی .٧

است. درجه ۴۵ برابر A pOD اندازۀ کنید ثابت

نقطۀ برابرند. BC و AB وتر دو که دارند قرار چنان دایره ͷی روی C و B ،A نقطۀ سه .٨

هر کنید ثابت باشد. چهارضلعͬ ͷی ABCD که ͬ کنیم م انتخاب چنان دایره این روی را D

دارد. یͺسان فاصلۀ CD و AD پاره خط دو از BD روی نقطه

در RS قطر روی را P دلخواه نقطۀ است. AB وتر عمودمنصˁف ،RS قطر دایره ͷی در .٩

کرده قطع D و C نقاط در به ترتیب را دایره BP و AP پاره خط های امتداد اگر بͽیرید. نظر

BD و AC پاره خط های همچنین برابرند؛ BC و AD پاره  خط های کنید ثابت آنگاه باشند،

برابرند. نیز
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ͷی ABCD که دارند قرار چنان ۶
?

٢ قطر به  دایره ای روی D و C ،B  ،A نقطۀ چهار .١٠

باشد، ١ برابر AD طول و BAD زاویۀ نیم ساز AC اگر است. دایره قطر BD و چهارضلعͬ

است؟ چقدر ABCD محیط آنگاه

دو نیم سازهای اگر است. کرده برخورد B و A نقطه های در xOy زاویۀ ضلع دو با خطͬ .١١

xOy زاویۀ نیم ساز CO کنید ثابت آنگاه کنند، برخورد C نقطۀ در باهم yBA و xAB زاویۀ

است.

دیͽر مثلثͬ از نظیر اجزاء با مثلث ͷی از آن بر وارد میانۀ و ارتفاع و ضلع ͷی اگر کنید ثابت .١٢

هم نهشت اند. مثلث دو آنگاه باشند، برابر

به دست N نقطۀ تا ͬ دهیم م امتداد خودش به اندازۀ M طرف از را AM میانۀ ABC مثلث در .١٣

است. برابر ACN و ABN مثلث های محیط کنید ثابت آید.

مثلث ها هم نهشتͬ

مثال هایی همنهشت اند»، BCD و ABD مثلث دو ،ABCD چهارضلعͬ «در جملۀ باتوجه به .١

«ب» قسمت تساوی چرا کند. نقض را «ج» و «الف» قسمت های تساوی  های که بیاورید

است؟ درست همواره

(الف A pBD “ C pBD (ب B pAD “ D pCB

(ج A pBD “ C pDB

از ͷکدام ی همنهشت اند. ADC و ABD مثلث دو ،ABCD محدب چهارضلعͬ در .٢

که بیاورید مثالͬ نادرست، عبارت های از ͷهری برای است؟ درست همواره زیر عبارت های

کند. نقض را آنها درستͬ

(الف A pDC “ D pAB (ب D pAC “ B pDA

(ج A pBD “ D pCA (د AC “ BD

۵٢



ھندسه در اثبات و استدلال

باشند، همنهشت ADC و ABD مثلث دو اگر بͽیرید. نظر در را ABCD مقعر چهارضلعͬ .٣

نادرست، عبارت های از ͷهری برای است؟ درست همواره زیر عبارت های از ͷکدام ی آنگاه

کند. نقض را آنها درستͬ که بیاورید مثالͬ

(الف A pDC “ D pAB (ب A pDC “ B pDA

(ج A pBC “ A pCB (د BD “ CD

هم نهشت ACD و BCD ،ABD مثلث سه اگر بͽیرید. نظر در را ABCD چهارضلعͬ .۴

عبارت های از ͷهری برای است؟ درست همواره زیر عبارت های از ͷکدام ی آنگاه باشند،

کند. نقض را آنها درستͬ که بیاورید مثالͬ نادرست،

است. مستطیل ABCD ب) است. متساوی الساقین ABC مثلث الف)

کند. نقض را زیر جملۀ درستͬ که بیاورید مثالͬ .۵

و AEB مثلث دو اگر کرده اند. قطع E نقطۀ در را یͺدیͽر ABCD چهارضلعͬ قطرهای

.△ABC – △BCD آنگاه باشند، هم نهشت CED

هندسه در مسئله حل

ͷکم آمده اند، شده داده راه حل های در که ایده هایی از ͬ توانید م بخش این مسائل از بسیاری حل در

در که قضیه هایی از غیر قضیه ای به بخش این مسائل از ͷهیچ ی حل برای که کنید توجه بͽیرید.

ندارید. نیاز شده اند، نوشته اثبات» برای «ابزارهایی بخش

میانه دادن امتداد

به دست N نقطۀ تا ͬ دهیم م امتداد خودش به اندازۀ M طرف از را AM میانۀ ABC مثلث در .١

یا M ،C ،B ،A نقطۀ پنج از آنها رئوس که یافت ͬ توان م هم نهشت مثلث جفت چند آید.

باشند؟ شده انتخاب N
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کنید ثابت برابرند. دیͽر مثلث در نظیر اجزاء با مثلث ͷی سوم ضلع بر وارد میانۀ و ضلع دو .٢

هم نهشت اند. مثلث دو این

کنید. بررسͬ را گلرخ راه حل درستͬ است. کرده حل زیر به صورت را بالا مسئلۀ گلرخ

گلرخ راه حل

داریم: MNP و ABC مثلث دو در

AB “ MN, AC “ MP, AD “ MQ,

کنیم ثابت است کافͬ هستند. NP و BC ضلع های وسط به ترتیب Q و D که

ادامه خودش اندازۀ به D طرف از را AD ضلع کار، این برای .B pAC “ N xMP

خودش به اندازۀ Q طرف از نیز را MQ ضلع ͬ نامیم. م E را حاصل نقطۀ و ͬ دهیم م

ABD مثلث دو «ض زض» حالت بنابه ͬ نامیم. م R را حاصل نقطۀ و ͬ دهیم م امتداد

هستند. هم نهشت نیز PQR و MNQ مثلث دو همچنین هم نهشت اند؛ CDE و

.D pAC “ QxMP بنابراین هستند. هم نهشت MPR و ACE مثلث دو نتیجه در

طرفͬ از

B pAD “ pE “ pR “ QxMN.

.B pAC “ N xMP پس

ͬ سازد م دیͽر ضلع دو با میانه این که زاویه  هایی و ضلع ͷی بر وارد میانۀ طول اگر کنید ثابت .٣

هم نهشت اند. مثلث دو آن باشند، برابر دیͽر مثلث در نظیر اجزاء با مثلث ͷی از

نقض را آن که بیاورید مثالͬ است نادرست اگر و کنید ثابت را آن است درست زیر جملۀ اگر .۴

کند.

مثلث در نظیر اجزاء با مثلث ͷی از زاویه آن از شده رسم میانۀ طول و زاویه ͷی اندازۀ اگر

هم نهشت اند. مثلث دو آن باشند،  برابر دیͽر
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متساوی الساقین مثلث آن باشند، منطبق برهم نیم ساز و میانه مثلث ͷی در اگر کنید ثابت .۵

است.

B که دارند قرار چنان ABC مثلث از بیرون E و D نقطه های است. ABC مثلث میانۀ AM .۶

رأس به ACE و ABD مثلث دو اگر هستند. EAB و DAC زاویه های درون به ترتیب C و

.A pBC ` A pCB “ E pAD کنید ثابت آنگاه ،ED “ ٢AM و باشند متساوی الساقین A

دارند. یͺسانͬ فاصلۀ ضلع آن بر وارد میانۀ از ضلع ͷی سر دو مثلث، هر در کنید ثابت .٧

... و موازی خط رسم ضلع، ͷی دادن امتداد

دهید. قرار AB ضلع روی را D دلخواه نقطۀ است. متساوی الساقین A رأس به ABC مثلث .١

محل اگر بنامید. E را حاصل نقطۀ و دهید امتداد BD به اندازۀ C طرف از را AC ضلع

برابر EF و DF پاره خط دو اندازۀ کنید ثابت آنگاه باشد، F نقطۀ ،DE و BC برخورد

است.

دو این راه حل های توضیحات ابتدا کرده اند. حل زیر به صورت را مسئله این فرزانه و مصطفͬ

بیابید. مسئله این برای دیͽری راه حل کنید سعͬ سپس کنید؛ کامل را نفر

مصطفͬ راه حل

ͬ نامیم. م G را حاصل نقطۀ و ͬ دهیم م امتداد BF به اندازۀ C طرف از را BC ضلع

اندازۀ پس هم نهشت اند، «ض زض» حالت در CEG و BDF مثلث دو چون

دو طرفͬ از .DF “ EG همچنین و است برابر CGE و BFD زاویه های

متساوی الساقین FEG مثلث بنابراین هستند؛ متقابل به رأس  GFE و BFD زاویۀ

.DF “ EF نتیجه در و است
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فرزانه راه حل

ͬ کنیم م رسم AD با موازی خطͬ E نقطۀ از سپس ͬ دهیم. م امتداد C طرف از را BC

برابرند C pPE و A pBC زاویۀ دو چون اکنون کند. قطع P نقطۀ در را BC امتداد تا

دو بنابراین .EP “ EC ͬ شود م نتیجه هستند، متقابل به رأس P pCE و A pCB و

.DF “ EF پس اند؛ هم  PEF و BDF مثلث

اضلاع که است شده عمود A زاویۀ نیم ساز بر خطͬ BC ضلع وسط از ABC مثلث در .٢

کنید ثابت است. کرده قطع F و E نقاط در به ترتیب را AC و AB اضلاع) امتداد (یا

.BE “ CF

ͷی با قائم الزاویه مثلث ͷی از زاویه این اضلاع مجموع و حاده زاویۀ ͷی اگر کنید ثابت .٣

مثلث دو آن باشند، برابر دیͽر قائم الزاویۀ مثلث از زاویه این اضلاع مجموع و حاده زاویۀ

هم نهشت اند.

دیͽر مثلث از نظیر اجزاء با مثلث ͷی از زاویه  آن ضلع های از ͬͺی و زاویه ͷی کنید فرض .۴

دو این آنگاه باشند، برابر باهم مثلث دو این دیͽر ضلع دو مجموع اگر کنید ثابت باشند. برابر

هم نهشت اند. مثلث

این کنید ثابت باشند، برابر دیͽر مثلثͬ محیط و زاویه دو با مثلث ͷی محیط و زاویه دو اگر .۵

هم نهشت اند. مثلث دو

امتداد روی را N نقطۀ دارد. قرار ABC متساوی الاضلاع مثلث از AC ضلع روی M نقطۀ .۶

.AM “ CN کنید ثابت .BM “ NM که ͬ کنیم م انتخاب چنان (C طرف (از BC

روی دلخواه نقطه ای M و کرده اند تقسیم برابر کمان سه به را دایره ای C و B ،A نقطۀ سه .٧

است. برابر MC و MA وترهای مجموع با MB وتر کنید ثابت است. AC کمان

داشته قرار چنان BC ضلع روی F اگر دارد. قرار CD ضلع روی E نقطه ABCD مربع در .٨

.BF ` DE “ AE کنید ثابت آنگاه شود، BAE زاویۀ نیم ساز AF که باشد

۵۶
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و ACMN مربع های BC و AC اضلاع روی است. قائمه C زاویۀ ABC مثلث در .٩

AB امتداد بر QK و NH عمودهای به ترتیب Q و N از اگر است. شده ساخته BCPQ

.NH ` QK “ AB کنید ثابت آنگاه شوند، رسم

و A pBC “ ٧٠ اگر برابرند. CD و BC ،AB ضلع سه ABCD چهارضلعͬ در .١٠

است؟ درجه چند B pAD زاویۀ اندازۀ آنگاه ،B pCD “ ١٧٠

راه حل توضیحات ابتدا حل کرده اند. زیر به صورت را مسئله این شقایق و نرگس سمن، ارغوان،

نمایید. حل دیͽری راه حل با را مسئله این کنید سعͬ سپس کنید. کامل را ͷهری

ارغوان راه حل

ABM مثلث که ͬ کنیم م انتخاب چنان ABC زاویۀ درون را M نقطۀ

دو بنابراین .BCM “ ٨۵ پس ،BM “ BC چون باشد. متساوی الاضلاع

AMD مثلث بنابراین هم نهشت اند. «ض زض» حالت در DCM و BCM مثلث

نتیجه در و D pAM “ ٢۵ پس ،AxMD “ ١٣٠ چون و است متساوی الساقین

.D pAB “ ٨۵

سمن راه حل

نقطۀ AC قطر روی ͬ کنند. م قطع E نقطۀ در را یͺدیͽر BD و AC قطر دو

در CBE و ABF مثلث دو اکنون .AF “ CE که ͬ دهیم م قرار چنان را F

روی است. متساوی الاضلاع BEF مثلث نتیجه در هم نهشت اند. «ض زض» حالت

CDG مثلث دو حال .CE “ EG که ͬ دهیم م قرار چنان را G نقطۀ ED پاره خط

متساوی الساقین AED مثلث بنابراین هم نهشت اند. «ض ز ض» حالت در ABF و

 .D pAB “ ٨۵ نتیجه در ،A pED “ ١٢٠ چون و است
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نرگس راه حل

چهارضلعͬ قطر AC به طوری که ͬ کنیم م رسم BC با مساوی و موازی را AP پاره خط

هم نهشت اند. «ض زض» حالت در CPA و ABC مثلث دو اکنون باشد. ABCP

است. متساوی الساقین CDP مثلث بنابراین .C pPA “ ٧٠ و PC “ AB پس

P pCD “ ۶٠ که ͬ شود م نتیجه به سادگͬ کنیم محاسبه را زاویه ها اندازۀ اگر حال

PAD مثلث چون طرفͬ از است. متساوی الاضلاع CPD مثلث نتیجه در و

.D pAB “ ٨۵ نتیجه در و P pAD “ ٢۵ پس است متساوی الساقین

شقایق راه حل

چون همچنین دارد. قرار AC قطر عمودمنصˁف روی B پس ،AB “ BC چون

عمودمنصˁف های اگر دارد. قرار BD قطر عمودمنصˁف روی C پس ،BC “ CD

و BCO ،ABO مثلث سه آنگاه کنند، قطع O نقطۀ در را یͺدیͽر BD و AC

زاویۀ سه اندازۀ محاسبۀ که کنید توجه هم نهشت اند. «ض ض ض» حالت در CDO

نقطۀ سه چون حال .O pAB “ ٨۵ پس است. امͺان پذیر به سادگͬ BCO مثلث

برابر نیز DAB زاویۀ اندازۀ که ͬ شود م نتیجه دارند قرار خط ͷی روی A و O ،D

است. درجه ٨۵

و A pBC “ ١۵٠ اگر برابرند. CD و BC ،AB ضلع سه ABCD چهارضلعͬ در .١١

است؟ چقدر CDA و BAD زاویه های اندازۀ آنگاه ،B pCD “ ٩٠

قطع H نقطۀ در را یͺدیͽر C و A زاویه های نیم ساز های و pB “ ١٢٠  ،ABC مثلث در .١٢

Q و P نقطه های به ترتیب ،(B طرف (از BC و AB ضلع های امتداد روی اگر کرده اند.

زاویۀ کنید ثابت آنگاه شوند، برابر AC و CQ ،AP پاره خط سه که کنیم انتخاب چنان را

است. قائمه PHQ
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هستند. حاده ABC مثلث زاویۀ سه که دارند قرار چنان دایره ͷی روی C و B ،A نقطۀ سه .١٣

نقطۀ در دایره با AH امتداد و کنند قطع D نقطۀ در را یͺدیͽر BG و AH ارتفاع دو اگر

برابرند. باهم MH و DH پاره خط های کنید ثابت آنگاه کند، برخورد M

AD و اول دایرۀ از قطری AC اگر کرده اند. قطع B و A نقطه های در را یͺدیͽر دایره دو .١۴

قرار راست خط ͷی روی D و C ،B نقطه های کنید ثابت آنگاه باشد، دوم دایرۀ از قطری

دارند.

که است شده انتخاب طوری D نقطۀ A زاویۀ نیم ساز روی . pA “ ١٢٠ ،ABC مثلث در .١۵

هستند؟ چقدر BDC مثلث زاویه های اندازۀ .AD “ AB ` AC

دارد قرار چنان ABC مثلث درون D نقطۀ . pA “ ٨٠ و AB “ AC ،ABC مثلث در .١۶

است. متساوی الساقین ADB مثلث کنید ثابت .D pCB “ ٣٠ و D pBC “ ١٠ که

قطع Q و P ،N ،M نقطه های در به ترتیب را ABCD مربع ضلع های برهم عمود خط دو .١٧

برابرند. QN و MP پاره خط دو کنید ثابت کرده اند.

نادرست استدلال چند

نادرست؟ یا است درست است»، ضلع آن نصف ضلع، ͷی بر وارد میانۀ مثلث هر «در جملۀ .١

نادرست سامان استدلال چرا است. درست بالا جملۀ که کرده ثابت زیر استدلال با سامان

است؟

سامان استدلال

نقطۀ و ͬ دهیم م امتداد خودش به اندازۀ M طرف از را AM میانۀ ،ABC مثلث در

هم نهشت اند. ض زض حالت در NMC و AMB مثلث دو ͬ نامیم. م N را حاصل
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داریم: پس
△

AMB –
△

NMC ùñ
△

AMB `
△

AMC –
△

NMC `
△

AMC

ùñ
△

NAC –
△

ABC.

بر وارد میانۀ مثلث هر در بنابراین .AM “ BM نتیجه در و AN “ BC پس

است. ضلع آن نصف ضلع، ͷی

شده رسم مستطیل خارج در BC با برابر CE پاره خط بͽیرید. نظر در را ABCD مستطیل .٢

ͬ توان م آیا است. کرده برخورد F نقطۀ در AE عمودمنصˁف با AB عمودمنصˁف است.

برابرند؟ FCE و FCB زاویه های که کرد ثابت

است؟ کدام درست راه حل کرده اند. حل را مسئله زیر، راه حل های با کیمیا و صدف

صدف راه حل

ͬ کنیم. م رسم را مسئله شͺل ابتدا

A B

CD

E

F

ͬ بینیم، م شͺل در که همان طور

F pCB ` B pCE “ F pCE.

برابر FCE و FCB زاویۀ دو این پس .F pCB ă F pCE که است واضح بنابراین

نیستند.
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کیمیا راه حل

به بنا پس دارد قرار AE و CD ،AB پاره خط سه  عمودمنصˁف های روی F چون

داریم: عمودمنصˁف قضیۀ

FA “ FB, FA “ FE, FC “ FD.

نتیجه: در و هم نهشت اند ض ض ض قضیۀ بنابه FCE و FAD مثلث دو بنابراین

F pDA “ F pCE. (١)

چون و برابرند FDC و FCD زاویه های متساوی الساقین مثلث قضیۀ بنابه طرفͬ از

پس: قائمه اند، DCB و CDA

F pCD ` D pCB “ F pDC ` C pDA ùñ F pCB “ F pDA. (٢)

FCB و FCE زاویۀ دو که ͬ شود م نتیجه به سادگͬ p٢q و p١q رابطه های مقایسۀ با

برابرند.

متساوی الاضلاع مثلث ،ABC مثلث از خارج و AC ضلع روی . pB “ ١٢٠ ،ABC مثلث در .٣

است. ABC زاویۀ نیم ساز BD کنید ثابت است. شده ساخته ACD

است؟ نادرست او راه حل چرا است. کرده حل را مسئله که است مدعͬ غزل

غزل راه حل

سر دو از D نقطۀ  یعنͬ AD؛ “ CD پس است. متساوی الاضلاع ACD مثلث

روی D نقطۀ عمودمنصف، قضیۀ بنابه درنتیجه دارد. یͺسان فاصلۀ AC پاره خط

H را AC ضلع با AC عمودمنصˁف برخورد محل اگر است. AC عمودمنصˁف

زیرا: هم نهشت اند. CHD و AHD مثلث دو آنگاه بنامیم،

۶١



ھندسه در اثبات و استدلال

AD “ CD مسئله فرض

DH “ DH مشترک ضلع

A pHD “ C pHD قائمه زاویۀ دو

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

ضلع ͷی و وتر
ùùùùùùùùñ

△
AHD –

△
CHD.

.H pDC “ H pDA نتیجه در

B C

A

D

H

،H pDC “ H pDA چون کنیم، وصل B به H از اگر

مثلث دو ،AD “ CD و است مشترک ضلع BD

نتیجه در هم نهشت اند. ض زض حالت در BAD و BCD

است. ABC زاویۀ نیم ساز BD یعنͬ .A pBD “ C pBD

کنیم. یادآوری را موازی» خط «دو تعریف است لازم بخواند، را بعد مسئلۀ خواننده اینکه از قبل •

موازی خط دو

یا باشند نداشته مشترکͬ نقطۀ هیچ هرگاه ͬ نامند م موازی را صفحه ͷی در خط دو

باشند. منطبق برهم

زیر استدلال خود ادعای برای او هستند. متساوی الساقین مثلث ها همۀ که است مدعͬ نصیر .۴

کنید. پیدا را نصیر استدلال ایراد است. کرده ارائه را

نصیر استدلال

عمودمنصˁف و A زاویۀ نیم ساز بنامید. ABC را آن و کنید رسم دلخواهͬ مثلث

باشد. آمده پیش است ممͺن حالت دو بͺشید. را BC ضلع

باشند. موازی BC ضلع عمودمنصˁف و A زاویۀ نیم ساز الف)

نباشند. موازی BC ضلع عمودمنصˁف و A زاویۀ نیم ساز ب)
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ͬ شود. م ABC مثلث ارتفاع A زاویۀ نیم ساز باشد، آمده پیش «الف» حالت اگر

شد. خواهد متساوی الساقین ABC بنابراین

BC ضلع عمودمنصˁف و A زاویۀ نیم ساز برخورد محل بیاید، پیش  «ب» حالت اگر

درون یا است ABC مثلث بیرون یا است، BC ضلع روی یا D نقطۀ بنامید. D را

رسم AC و AB بر به ترتیب را DK و DH عمودهای D از حالت، هر در آن.

کنید.

A C

H

B

D

K
٣ شͺل

A C

B

D

K

H

٢ شͺل
C B

A

D

K H

١ شͺل
و AH “ AK کرد ثابت ͬ توان م بالا شͺل سه هر برای استدلال ͷی با

داریم: ٢ و ١ شͺل های برای شوند، ثابت تساوی دو این اگر .BH “ CK

AH ` BH “ AK ` CK ùñ AB “ AC,

داریم: ٣ شͺل برای و

AH ´ BH “ AK ´ CK ùñ AB “ AC.

است. متساوی الساقین ABC مثلث شͺل، سه هر در بنابراین

:BH “ CK و AH “ AK ͬ کند م ثابت شͺل سه هر برای که استدلالͬ اما و

.DH “ DK نیم ساز قضیۀ بنابه پس دارد؛ قرار BAC زاویۀ نیم ساز روی D نقطۀ

ضلع ͷی و وتر قضیۀ بنابه ADK و ADH قائم الزاویۀ مثلث دو بنابراین

ضلع عمودمنصˁف روی D نقطۀ طرفͬ از .AH “ AK نتیجه در هم نهشت اند؛

مثلث دو بنابراین .BD “ CD عمودمنصˁف قضیۀ بنابه پس دارد؛ قرار BC

نتیجه در هم نهشت اند؛ ضلع ͷی و وتر قضیۀ بنابه CDK و BDH قائم الزاویۀ

.BH “ CK
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متشابه شͺل های

نیستند؟ متشابه زیر چندضلعͬ دو چرا الف) .١

  
است: کرده تعریف زیر به صورت را چندضلعͬ دو تشابه شهرام ب)

شهرام تعریف

یا ͷکوچ) باشد کرده تغییر نسبت ͷی به ضلع ها همۀ چندضلعͬ دو در هرگاه

دو آن باشد، نکرده تغییر زاویه ها اندازۀ و باشد.) تغییر بدون یا و شده، بزرگ

متشابه  اند. باهم چندضلعͬ

اضافه شهرام تعریف به چیزی چه است، خیر پاسخ اگر است؟ درست شهرام تعریف آیا

شود؟ درست تا کنیم

ولͬ باشد برابر زیر پنج ضلعͬ زاویه های با دو به دو آن زاویه های که کنید رسم پنج ضلعͬ ͷی .٢

نشوند. متشابه پنج ضلعͬ دو

ولͬ برابرند دوبه دو آنها زاویه های که n‐ضلعͬ دو رسم برای روشͬ .n ą ٣ کنید فرض .٣

دهید. ارائه نیستند، متشابه
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که داد قرار یͺدیͽر نظیر دوبه دو طوری را اضلاع ͬ توان م زیر، چندضلعͬ دو در آیا الف) .۴

باشند؟ متناسب متناظر اضلاع به عبارتِ دیͽر یا باشند؟ برابر متناظر اضلاع همۀ نسبت

متناسب متناظرشان اضلاع که n‐ضلعͬ دو رسم برای روشͬ .n ą ٣ کنید فرض ب)

دهید. ارائه نباشند، متشابه چندضلعͬ دو ولͬ باشند

متناسب متناظرشان اضلاع و برابر دو به دو آنها زاویه های که بزنید مثال محدب ده ضلعͬ دو .۵

نباشند. متشابه  ده ضلعͬ دو این ولͬ باشند

نام های و اندازه کاغذها برای ،( ISO 216) ٢١۶ ایزو به نام کاغذ اندازۀ بین المللͬ استاندارد .۶

هستند. ¨ ¨ ¨ و   A4 ، A3 ، A2    ، A1    ، A0  نام ها این از بعضͬ است. گرفته نظر در مختلفͬ

است. میلیمتر ١١٨٩ و ٨۴١ به ترتیب A0 کاغذ طول و عرض

متشابه تقریباً A4 کاغذ با حاصل مستطیل که دهیم قرار کنارهم چͽونه را A4 کاغذ دو الف)

باشد.

متشابه تقریباً A0 کاغذ با حاصل کاغذهای که کنیم نصف چͽونه را A4  کاغذ ͷی ب)

باشد.

متشابه مستطیل̞ دو حالا او کرد. نصف طولش وسط از را آن داشت! مستطیلͬ سعید ج)

چیست؟ تشابه نسبت دارد. اول مستطیل با

است. کرده نام گذاری را کاغذها اساسͬ چه بر ٢١۶ ایزو که بزنید حدس د)

۶۵



ھندسه در اثبات و استدلال

ریاضیات» فشردۀ «تاریخ کتاب از بخشͬ

سلطنت طول در احتمالا˟ ͬ دانیم، نم چیزی قطعͬ به طور وی زندگͬ درباره که اقلیدس،

راه «هیچ اقلیدس: معروف جمله گویا و ͬ زیست م ق.م.) ٣٠۶‐٢٨٣) اول بطلمیوس

او به را ͷکوچ متن چندین گرچه اوست. به خطاب ندارد.»، وجود هندسه به شاهانه ای

(Stoicheia) اصول کتاب سیزده او کار پیشرفته ترین و مشهورترین اما ͬ دهند، م نسبت

که است مطالبی بر مشتمل که است (Data) مفروضات کتاب دیͽرش آثار زمره از است.

چه ͬ دانیم نم است. شده ارائه هندسͬ کاملا́ زبان به و ͬ نامیم م هندسه در جبر کاربردهای را آن

در کتاب ها این اما اوست؛ آثار گردآوری آنها از تعداد چه و اقلیدس خود از متون این از تعداد

ریاض̞ͬ کامل متن های نخستین متون این ͬ دهند. م نشان را شͽفت انگیزی عمق بسیار، موارد

است. باستان یونان از به جامانده

تجدید غرب، جهان تاریخ در دیͽر کتاب هر از بیش شاید مقدس، کتاب از پس اصول،

آن از ویرایش هزار از بیش تاکنون، چاپ اختراع از است. گرفته قرار مطالعه مورد و شده چاپ

سیطرۀ تحت را هندسه آموزش اعظم بخش کتاب این خطͬ نسخ نیز، آن از قبل و یافته انتشار

از کتاب نه یا هشت از کلمه به کلمه گاه ما دبیرستانͬ هندسه اعظم قسمت است. داشته خود

اهمیت ما مقدماتͬ آموزش در اقلیدسͬ سنت هنوز و است؛ شده گرفته اقلیدس، کتاب سیزده

(گرچه داشته اند گریزناپذیر افسونͬ همواره کتاب ها این حرفه ای ͬ دان ریاض برای دارد. بسیار

دیͽری متن هر از بیش شاید آنها منطقͬ ساخت و بوده اند) سؤال انگیز اغلب شاگردان برای

است. داده قرار تأثیر تحت را علمͬ تفکر جهان، در

اصول تعاریف، از مجموعه ای از قضایا منطقͬ کاملا́ استنتاج اساس بر اقلیدس، کار

پرداخته مسطحه هندسه به اول کتاب چهار در است. استوار موضوع، اصول و متعارفͬ،

به زوایا و خطوط خواص ͬ ترین مقدمات از و ندارد اشارتͬ تناسب ها نظریه به و است، شده

ساختن ،(۴٧ گزارۀ اول، (کتاب فیثاغورس قضیۀ مساحت ها، تساوی مثلث ها، همنهشتͬ

ͬ رسیم. م منتظم، ͬ های چندضلع و دایره، طلایی، بخش شده، داده مستطیل با برابر مربعͬ

۶۶



۴فصل ریشه و توان

آمده به وجود شیمیایی سادۀ ترکیبات از که است جسمͬ شدۀ رنگ تصویر بالا شͺل

است. انسان موی از کمتر آن ضخامت و متر ١٠´۶ از کمتر جسم این ارتفاع است.



رࣷࡄه و ओان

صحیح توان

آورید. به دست را زیر عبارت های حاصل .١

(الف ٢٣ ´ ٣´٢ (ب ۵٢ ` ۵٢ ´ ٣´٣

(ج ٣۴ ˆ ۵´٢ ´ ٢´٢ (د ۵٢ ´ ٣٢ ˆ p´٣q´٢

(ھ ´٣´٢ ˆ p´٢q´۴ ´ ٨ (و ٢ ˆ ۵´۴ ` ٣´٢ ˆ ٢´٣

(ز ٣۴ ˆ ٣۵ ˆ ۵٢ ˆ ٧´٣ ´ ۵٣ (ح ۴٣ ` ۴٣ ` ۴٣ ´ ٣۴ ˆ ١´٣

(ط ٣۴ ˆ ۵٢ ˆ ٣٣

۵٣ ˆ ٢٧ ˆ ۵
(ی ٢ ` ٣ ˆ ۴´١ ´ ٢ ˆ ۵´١

٣٢ ˆ ٢´٢ ´ ۵

ببرید. بین از را منفͬ توان های و کنید ساده را زیر عبارت های .٢

(الف ٣´۴

۵´١ (ب ٢a´١b´٢

a´٣b´٢

(ج p٠٫١q´١

١´١٠ (د ٢x´٣

٣´٣y

ببرید. بین از را منفͬ توان های و کنید ساده را زیر عبارت های .٣

(الف
ˆ

١
۵

˙´۴
(ب

ˆ

٣
٧

˙´٢

(ج
ˆ

٢a´١

٢´٣

˙´٢

(د
ˆ

x´١

y´١z

˙´١

ببرید. بین از را منفͬ توان های و کنید ساده را زیر عبارت های از ͷی هر .۴

(الف
ˆ

٢a´١b

a٢b´٣

˙´٣

(ب
ˆ

q´١r´١s´٢

r´۵sq´٨

˙´١

(ج
ˆ

s٢t´۴

۵s´١t

˙´٢

(د
ˆ

xy´٢z´٣

x٢y٣z´۴

˙´٣

است؟ ͷی و صفر بین زیر اعداد از ͷکدام ی .۵

(الف
ˆ

٣٢ ˆ ٣´٢

۵´۴

˙´١

(ب
ˆ

٢´٢ ˆ ۵٣

٣٣ ˆ ٢´٧

˙´٢

۶٨



رࣷࡄه و ओان

کنید. مرتب بزرگ به ͷکوچ از را زیر اعداد .۶

ˆ

´
١
۴

˙´١ ˆ

´
١
٢

˙´١ ˆ

´
٣
٢

˙´٢ ˆ

´
۴
٣

˙´٣

بیابید. را m مقدار نوشته ایم. ٢m عدد به  صورت را
` ١

۶۴
˘´١٢ عدد .٧

مختلف مقدار پنج حداقل آنگاه ،۶٨ “ ٣٢ ˆab و باشد صحیح عددی b و گویا عددی a اگر .٨

بیابید. a ` b برای

باشند. صحیح عدد دو n و m کنید فرض .٩

باشد؟ برقرار mn “ ٢١٠ تساوی به طوری که دارد وجود مقدار چند n´m برای الف)

باشد؟ برقرار mn “ ٢٢٠ تساوی به طوری که دارد وجود مقدار چند m´n برای ب)

گیرد؟ قرار باید عددی چه x به جای .١٠

١٠٢´٣ ´ ١٠١´٣ ` ١٠٠´٣ ´ ٩٩´٣ “ ٩٩´٣x

بیابید. را n مقدار آنگاه ،
`

nn
˘١٣٩۶

“ ١ و n P Z اگر .١١

کنید.) گوگل را 0^0 عبارت ͬ توانید (م کنید. تحقیق صفر توان به صفر دربارۀ پروژه. .١٢

که بیابید مثالͬ ،a P R و tm, nu Ď N اگر .١٣

am ` an “ amn ب) am ` an “ am`n الف)

هستند؟ اعدادی چه y و x .١۴

٢٢٢٢

“ ٢٢٢
x “ ۴y٣

بنویسید. ۵ توان با توان دار عدد ͷی به صورت را زیر عبارت حاصل .١۵

٣۴ ` ٣٣ ˆ ٣ `
١
٩

ˆ ٢٧٢

`

٢۶
˘٢

ˆ
`١

٢
˘´٢

ˆ ٢´۴

۶٩



رࣷࡄه و ओان

بیابید. را y و x زیر، قسمت های از ͷی هر در .١۶

(الف ١۵٣

٢٣ “

ˆ

۵
٢

˙x

ˆ ٣y (ب ١۵۵

١۴۵ “

ˆ

٣
٧

˙x ˆ۵
٢

˙y

(ج ٢١۵

١۵٢ ˆ
١٠´٢

۵
“

ˆ

٢
٣

˙x ˆ٢
۵

˙y

(د ٢١٣ ˆ ٣٢

٢١٣ “

ˆ

٧
٢

˙x ˆ

٣
۴

˙y

  

علمͬ نماد

شده اند؟ نوشته علمͬ نماد به صورت زیر اعداد از ͷکدام ی .١

(الف ١٢ ˆ ١٠۵ (ب ١٫٩٩٩٩ ˆ ١٠´۴

(ج ٩٫٨٣ ˆ ٢١٠ (د ٠٫٩٩٩ ˆ ٨´١٠

بنویسید. علمͬ نماد به صورت را زیر اعداد از ͷی هر .٢

است. کیلومتر ٩, ۴۶٠, ۵٢٨, ۴٠٠, ٠٠٠ تقریباً نوری سال ͷی الف) 

است. گرم ٠٫٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠۵٣ تقریباً اکسیژن مولͺول ͷی جرم ب)

  

ریشه گیری

بیابید. را x٢ دوم ریشه های باشد، نامنفͬ عددی x اگر الف) .١

چیست؟
?

x٢ حاصل باشد، نامنفͬ عددی x اگر ب)

بیابید. را x٢ دوم ریشه های باشد، منفͬ عددی x اگر ج)

چیست؟
?

x٢ حاصل باشد، منفͬ عددی x اگر د)

٧٠



رࣷࡄه و ओان

برای است؟ نادرست کدام و درست عبارت کدام است. حقیقͬ عددی ٣
?

۵۴a٣z٨ ͬ دانیم م .٢

کند. نقض را آن درستͬ که بیاورید مثالͬ نادرست عبارت برای و بیاورید دلیل درست عبارت

(الف ٣
?

۵۴a٣z٨ “ ٣|a|z٢ ٣
?

٢z٢ (ب ٣
?

۵۴a٣z٨ “ ٣az٢ ٣
?

٢z٢

برای است؟ نادرست کدام و درست عبارت کدام است. مثبت عددی
?

۵۴a٣z٨ ͬ دانیم م .٣

کند. نقض را آن درستͬ که بیاورید مثالͬ نادرست عبارت برای و بیاورید دلیل درست عبارت

(الف
?

۵۴a٣z٨ “ ٣|a|z۴?
۶a (ب

?
۵۴a٣z٨ “ ٣az۴?

۶a

معلم بود! شده ٢٠ ،¨ ¨ ¨ ،٣ ،٢ ،١ ،٠ دانش آموزان نمرۀ اول، نیم سال ریاضͬ آزمون از پس .۴

کند، ضرب ٢٠ در را دانش آموز هر نمرۀ دانش آموزان، به ͷکم برای گرفت تصمیم ریاضͬ

کند. وارد کارنامه در را آمده به دست نمرۀ و بͽیرد جذر حاصل از سپس

ͬ کنند؟ نم تغییر نمره هایی چه الف)

دارند؟ را تغییر بیشترین نمره هایی چه ب)

بود؟ خواهد صحیح عدد تغییر از پس نمره ای چه ج)

است؟ عددی چه ٣
?

xy آنگاه ، ٣
?

y “ ۶ و
?

x “ ٩٢۶١ اگر .۵

است؟ عددی چه x آنگاه ، ٣
a

x
?

x “ ۴ اگر .۶

کنید. ساده را زیر عبارت های از ͷی هر .٧

(الف
?

٧۵a٣x (ب ٣
?

a٢b ٣
?

۶۴a۴b

(ج

d

١۶٢b۵c۵

١٢۵x٢y۴ (د ٣

d

۵۴b۴c۶

´٣٢x۵y٩

(ھ
?

١٢٨a۵b٣ (و ٣
?

٢۵٠a۴b٣c٢

(ز
c

١۵٠x٢y۶

٨١a٧b۴ (ح ٣

c

´۴٠x٣y۵

٨١t۵s٧

٧١



رࣷࡄه و ओان

آورید. به دست را زیر عبارت های حاصل .٨

(الف ٣
a

´p´٧q´۶ (ب
a

pπ٢ ´ ١٠q٢

(ج
b

٨١٠`۴١٠

٨۴`٨١١ (د p
?

٣ ´
?

۶q٢

(ھ ٢
?

٨´
?

۵٣`٠
?

١٨`
?

١۶٢?
٢٠٠

کنید. بررسͬ را زیر تساوی درستͬ آنگاه ،٣ ă a ă ۵ اگر .٩
a

pa ´ ۶q۶pa ´ ٣q٣ “ ´pa ´ ۶q٣pa ´ ٣q
?

a ´ ٣

کنید. ساده را زیر عبارت های آنگاه ،c ă ٠ و b ą ٠ ،a ă ٠ اگر .١٠

(الف
?

a٢b۵c۴ (ب ٣
?

a٢b۵c۴

کرد: عمل این گونه ٣
?

٩ عدد ممیز از بعد رقم اولین محاسبۀ برای ابراهیم .١١

ابراهیم روش

یا ١٠ ٣
?

٩ عدد که بدانیم ͬ است کاف ٣
?

٩ عدد ممیز از بعد رقم اولین محاسبۀ برای

دارد. قرار متوالͬ طبیعͬ عدد دو کدام بین ٣
?

٩٠٠٠

٢٠٣ ă ٩٠٠٠ ă ٢١٣ ùñ
٣

?
٢٠٣ ă

٣
?

٩٠٠٠ ă
٣

?
٢١٣

ùñ ٢٠ ă
٣

?
٩٠٠٠ ă ٢١

ùñ ٢٠ ă ١٠ ٣
?

٩ ă ٢١

ùñ ٢ ă
٣

?
٩ ă ٢٫١.

است. صفر ٣
?

٩ عدد ممیز از بعد رقم اولین بنابراین

آورید. به دست را ٣
?

١٠ ممیز از بعد رقم اولین الف)

آورید. به دست را ٣
?

١٠ ممیز از بعد رقم دومین ب)

  

٧٢



رࣷࡄه و ओان

رادیͺال ها تفریق و جمع

آورید. به دست را زیر عبارت حاصل .١
ˆ

١ `

?
٨ ` ٢

١ `
?

٢

˙´١

بیابید. را x زیر، قسمت های از ͷی هر در .٢

(الف x ´
?

۶ “ ۶
?

۶

(ب ´٢
?

٧ ´ x “ ´۵
?

٧

(ج ٣
?

١٢ ` ٣ ٣
?

٩۶ ´ x “ ´٩ ٣
?

١٢

(د ٣
?

٨١ ` ٣
?

´٢۴ ´ x “ ٩
١٠

٣
?

٣

(ھ ٢
?

٢٠ `
?

٩٠ ` x “ ۴
?

۵ ` ٢٣
?

١٠

(و
c

۵
۴٩

` x ` ٣
c

١٢۵
٣۶

“
٢١٣
٧٠

?
۵

آورید. به دست y و x حسب بر را A زیر، قسمت های از ͷی هر در .٣

(الف
?

١۶x ` A “ p۴ ` x٢q
?

x (ب ٣
a

٢y۴ ´ A “ py ´ ٣q ٣
?

٢y

(ج ٣
a

٢۵٠x۴y۵ ´ A “ xy ٣
a

٢xy٢ (د A `
a

٩x۵y٩ “ ۵x٢y۴?
xy

ͬ پسندید؟! م بیشتر ٢
٣

?
۴

کسر مخرج کردن گویا برای را زیر راه حل های از ͷکدام ی .۴

٢
٣

?
۴

“
٢

٣
?

۴
ˆ

٣
?

٢
٣

?
٢

“
٢ ٣
?

٢
٣

?
٨

“
٢ ٣
?

٢
٢

“
٣

?
٢

٢
٣

?
۴

“
٢

٣
?

۴
ˆ

٣
?

۴٢

٣
?

۴٢

“
٢ ٣
?

١۶
٣

?
۴٣

“
۴ ٣
?

٢
۴

“
٣

?
٢
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رࣷࡄه و ओان

کنید. بررسͬ را زیر عبارت های از ͷهری نادرستͬ یا درستͬ .۵

(الف ٢
?

٣ ` ١
“

?
٣ ´ ١ (ب ٢

?
٣ ` ١

“
٣

?
٣

´ ١
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کنید. گویا را زیر کسرهای از ͷی هر مخرج .۶
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دهید. نمایش اعداد محور روی را زیر اعداد از ͷی هر .٧
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دیوفانتͬ پنج تایی مسئلۀ

متمایز عضو دو هر حاصل ضرب اگر باشد. گویا اعداد از m ـعضوی زیرمجموعه ای A کنید فرض

m ـتایی ͷی را A مجموعۀ آنگاه باشد، گویا عدد ͷی دوم توان حاصل˂ و بزنیم جمع ͷی با را A

m ـتایی ͷی آن به باشند، طبیعͬ اعداد دیوفانتͬ m ـتایی ͷی اعضای همۀ اگر ͬ نامند. م دیوفانتͬ

زیرا: است، طبیعͬ دیوفانتͬ سه تایی ͷی t٣, ۵, ١۶u مثال، برای ͬ گویند. م طبیعͬ دیوفانتͬ

٣ ˆ ۵ ` ١ “ ١۶ “ ۴٢, ٣ ˆ ١۶ ` ١ “ ۴٩ “ ٧٢, ۵ ˆ ١۶ ` ١ “ ٨١ “ ٩٢.

ͷی نتوانست اما کرد؛ پیدا را t ١
١۶ , ٣٣

١۶ , ١٧
۴ , ١٠۵

١۶ u دیوفانت̞ͬ چهارتایی ق.م) سوم (قرن دیوفانتوس

طبیعͬ دیوفانتͬ چهارتایی توانست که بود نفری اولین (١۶۶۵ ــ ١۶٠٧) ف˼رما بیابد. دیوفانتͬ پنج تایی

فرما، چهارتایی به ٧٧٧۴٨٠
٨٢٨٨۶۴١ عدد کردن اضافه با (١٧٨٣ ــ ١٧٠٧) اویل˼ر بسازد. را t١, ٣, ٨, ١٢٠u

دو از بیش دارد. وجود دیوفانتͬ پنج تایی بی شمار که کرد ثابت اویلر ساخت. دیوفانتͬ پنج تایی ͷی

کند پیدا دیوفانتͬ شش تایی ͷی توانست که بود کسͬ اولین pGibbsq گیبز ،١٩٩٩ سال در بعد، قرن

:r۶s
"

١١
١٩٢

,
٣۵

١٩٢
,

١۵۵
٢٧

,
۵١٢
٢٧

,
١٢٣۵

۴٨
,

١٨٠٨٧٣
١۶

*

¨

وجود دیوفانتͬ شش تایی بی شمار که کردند ثابت همͺارانش و pDujellaq دویلا ،٢٠١۵ سال در
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ͬ دانیم. نم چیزی هنوز دیوفانتͬ، هفت تایی وجود عدم یا وجود دربارۀ .r۵s دارد

زیر مسئلۀ ͬ داند، نم را آن پاسخ کسͬ هنوز که دیوفانتͬ چندتایی های با ارتباط در مسئله  مهم ترین اما

است.

دارد؟ وجود طبیعͬ دیوفانتͬ پنج تایی ͷی آیا دیوفانتͬ. پنج تایی مسئلۀ

به که بودند کرده   زیادی تلاش طبیعͬ دیوفانتͬ پنج تایی ͷی ساختن برای اویلر و فرما ͷبی ش

غیرممͺن تقریباً مدرن، ریاضیات از استفاده بدون مسئله این حل ͬ دهد م نشان این نرسید؛ سرانجامͬ

است.

از ͬͺی است. گرفته صورت دیوفانتͬ پنج تایی مسئلۀ حل برای زیادی تلاش های امروز به تا

کنیم اضافه چنان عضو̱ ͷی دیوفانتͬ چهارتایی ͷی به که است بوده این مسئله این ˁحل ایده های

و فیلدز، مدال برندۀ ،(Baker) بیͺر ،١٩۶٩ سال در باشد. مسئله پاسخ ِحاصل˂ پنج تایی که

مجموعۀ به را آن اگر که ندارد وجود دیͽری طبیعͬ عدد که کردند ثابت (Davenport) داونپورت

.r٢s شود ساخته دیوفانتͬ پنج تایی ͷی کنیم، اضافه t١, ٣, ٨, ١٢٠u

آن چهارتایی مجموعۀ زیر هر باشد، داشته طبیعͬ وجود دیوفانتͬ پنج تایی ͷی اگر که است واضح

دیوفانتͬ چهارتایی  های همۀ کردند سعͬ ͬ دان ها ریاض بنابراین است. طبیعͬ دیوفانتͬ چهارتایی ͷی

هر از ͬ توان م که کردند ثابت همͺارانش و pArkinq آرکین ،١٩٧٩ سال در بشناسند. را طبیعͬ

سه تایی ͷی ta, b, cu اگر که به این ترتیب .r١s ساخت دیوفانتͬ چهارتایی ͷی دیوفانتͬ سه تایی

که باشد دیوفانتͬ

ab ` ١ “ r٢, ac ` ١ “ s٢, bc ` ١ “ t٢,

ͬ آید. م به دست ta, b, c, du دیوفانتͬ چهارتایی ،d “ a`b`c` ٢abc` ٢rst دادن قرار با آنگاه

آنگاه باشد، داشته وجود دیوفانتͬ سه تایی بی شمار اگر که ͬ شود م نتیجه همͺارانش و آرکین روش از

دیوفانتͬ سه تایی بی شمار تولید برای روش دو زیر در دارد. وجود نیز دیوفانتͬ چهارتایی بی شمار

است: آمده طبیعͬ

طبیعͬ دیوفانتͬ سه تایی ͷی tk, k ` ٢, ۴k ` ۴u مجموعۀ ،k طبیعͬ عدد هر برای اول. روش

است.

جملۀ تا اول جملۀ زیر در ͬ شود. م استفاده فیبوناتچͬ دنبالۀ جمله های از روش این در دوم. روش
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است. شده نوشته دنباله این یازدهم

١, ١, ٢, ٣, ۵, ٨, ١٣, ٢١, ٣۴, ۵۵, ٨٩, ....

،k طبیعͬ عدد هر برای آنگاه دهیم، نشان F pkq با را فیبوناتچͬ دنبالۀ kاُم جملۀ اگر

است. طبیعͬ دیوفانتͬ سه تایی ͷی tF p٢kq, F p٢k ` ٢q, F p٢k ` ۴q
(

مجموعۀ

tk, k`٢, ۴k`۴u مجموعه های از همͺارانش و آرکین روش با اگر که کرد ثابت دویلا ١٩٩٧ سال در

این از هیچ کدام به بسازیم، طبیعͬ دیوفانتͬ چهارتایی tF p٢kq, F p٢k ` ٢q, F p٢k ` ۴q
(

و

دیوفانتͬ پنج تایی ͷی حاصل مجموعۀ که به طوری کرد اضافه طبیعͬ عددی ͬ توان نم چهارتایی ها

.r۴s باشد طبیعͬ

کرد ثابت او همچنین ندارد. وجود طبیعͬ دیوفانتͬ شش تایی هیچ که کرد ثابت ٢٠٠۴ سال در دویلا

.r٣s است متناهͬ آنها تعداد باشند، داشته وجود طبیعͬ دیوفانتͬ پنج تایی های اگر که

بیضوی خم  های هستند. مطرح نیز بیضوی خم های در مسئله ای به عنوان دیوفانتͬ چندتایی های

آنها از پیشرفته رمزنگاری در و دارند صحیح اعداد با تنگاتنگͬ ارتباط که هستند هندسͬ موجوداتͬ

ͬ شود. م استفاده
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گفت و گو

خاصͬ مͺان به ͬ که درحال ͬ داد. م توضیح را مسئله ای راه حل معمول طبق معلم ریاضͬ درس کلاس در

کرد؛ دانش آموزان به رو ͬ کرد، م اشاره کلاس تختۀ از

دارد؟ دست دم ماشین حساب کسͬ ͬ شود؟ م چند عبارت این حاصل معلم:

کردند. نگاه یͺدیͽر به تعجب با دانش آموز دو

ͷی نکنید. استفاده ماشین حساب از ͬ گویید م روز ͷی شده ایم. گیج کاملا́ ما :١  دانش آموز

بͺنید! استفاده ͬ گویید م روز

اشͺال ͬ گویید م روز ͷی و است؛ مضر ماشین حساب ͬ گویید م روز ͷی آره. خُب :٢ دانش آموز

ندارد!

ندارد؟ نظری دیͽری هیچ کس داشت] لب به ریزی لبخند ͬ که [درحال معلم:

چیزی کسͬ ولͬ داشتند گفتن برای چیزهایی ͬ آمد م نظر به کردند. پ̧چ پ̧چ کمͬ کلاس دانش آموزان

نگفت.

یاد را مهارتͬ تا ͬ کند م ͷکم ما به و است مهارت ͷی تمرین برای مسئله ای هر معلم:

استفاده ماشین حساب از ͬ توانیم نم باشد، کردن» «محاسبه مهارت آن اگر بͽیریم.

«محاسبه» جنس از کنیم تمرین را آن باید مسئله ͷی در که مهارتͬ اگر اما کنیم؛

سادگͬ! همین به کرد. استفاده ماشین حساب از ͬ توان م نباشد،

و بͽیریم ͷکم ماشین حساب از زمانͬ چه که بفهمیم خودمان ͬ توانیم م چطور :١ دانش آموز

نه؟ زمانͬ چه

ببینیم باید است. خوبی سؤال ͬ کرد] م نگاه دانش آموز آن به خاص به طور ͬ که [درحال معلم:

محاسبه ͬ داند م کسͬ کلاس] دانش آموزان همۀ به [رو چیست. محاسبه معنͬ که

چه؟ یعنͬ
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آوردن به دست مثلا́ ͬ دهیم. م انجام اصلͬ عمل چهار با که فرایندی یعنͬ محاسبه :٣ دانش آموز

است. محاسبه ٢ ´ ۴ ˆ ٢ حاصل

نه؟ یا است محاسبه چندجمله ای دوتا ضرب شما نظر به معلم:

ͬ خواستند م ͬ ها خیل بود، بله‐خیر جنس از جواب چون شاید این بار شد. همهمه کلاس در دوباره

و مخالف ها موافق ها، گروه سه در و بدهند نظر همه که خواست دانش آموزان از معلم بدهند. نظر

چیز همه مورد در همه که ͬ ها خیل بد عادت های از ͬͺی معمول طبق (البته شدند. تقسیم بی نظرها

را توضیحاتش و کرد اشاره نه جواب های به معلم بود.) کم خیلͬ خیلͬ بی نظرها تعداد ͬ دهند، م نظر

داد؛ ادامه

ͬ گویند م هم چندجمله ای دو حاصل ضرب آوردن به دست برای حتͬ ͬ دان ها ریاض اما معلم:

چندجمله ای». دو حاصل ضرب کردن «محاسبه

ͬ گیرم! م را معلم آقای مچ الان که گفت خودش با دانش آموزی

ͬ شود م هم اینجا مͽر اما گرفت؛ ͷکم ماشین حساب از ͬ توان م گفتید شما :۴ دانش آموز

ͷکم ماشین حساب از ͬ توانیم م نبود کردن محاسبه مسئله ای هدف اگر که گفت

بͽیریم؟

بله. بی تفاوت] [کمͬ معلم:

کند! حساب را چندجمله ای ها حاصل ضرب ͬ تواند نم که ماشین حساب ͷی اما :۴ دانش آموز

ماشین حساب هایی بدهد] خود مخاطب به درسͬ ͬ خواست م آن با انگار که لبخندی [با معلم:

ͬ گویی م جوری دیدی؟! حالا تا که ماشین حساب هایی یا داشتͬ حالا تا که

من که زمانͬ مͺث] کمͬ از [بعد داری. اطلاعات کلͬ انگار که ماشین حساب

در اما ͬ شدند، م تولید پیشرفته تری ماشین حساب های ساله هر بودم دبیرستانͬ

ماشین حساب ها شده اند، کوچͺتر دسترس در قویِ پردازشͽرهای ابعاد چون شما نسل

دیͽر راستش گرفته اند. قرار هوشمند دستگاه های دل در نرم افزارهایی به عنوان
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نرم افزارهای از ͬ توانید م شما نیست. مستقل ماشین حساب های از خبری آنچنان

بͽیرید. ͷکم محاسبه برای پیشرفته

رفت. محض سͺوت در کلاس

حتͬ ͬ توانید م ریاضͬ نرم افزارهای با است. ساده خیلͬ که چندجمله ای ها ضرب معلم:

کنید! تجزیه را چندجمله ای ها

گفته آهسته دانش آموزی اینکه هم و بود عجیب معلم ادعای هم زیرا رفت، فرو بهت در این بار کلاس

آن صدای معلم که بودند فهمیده بچه ها و سرکاریم!» ͬ کنیم، م تجزیه داریم وقتͬ ما عملا́ «پس بود:

است. شنیده را دانش آموز

وسیلۀ از نباید است، هدف کردن محاسبه وقتͬ که گفتم نه! قاطعیت] و نرمͬ [با معلم:

را مسیرمان از بخشͬ ͬ مان، سلامت برای است قرار وقتͬ مͽر بͽیریم. ͷکم دیͽر

بشویم؟ ماشین سوار را بخش همان ͬ توانیم م برویم، راه پیاده

چه؟ یعنͬ محاسبه نفمیدم بالاخره نشدم. متوجه من ببخشید :۵ دانش آموز

یعنͬ چیز ͷی کردن محاسبه امروزمان. بحث این بخش آخرین باشد این پس معلم:

را دفترهایتان حالا خُب، الͽوریتمͬ. روشͬ ͷکم به چیز ͷی پاسخ کردن تعیین

است. چطور تکالیفتان وضع ببینم تا بدهید نشانم

را کلاس وقت خیلͬ نشد هم بار این که کردند ناراحتͬ ابراز هیاهو با آموزان دانش از زیادی گروه

که ͬ اندیشید م خود با بود. یافته جدیدی چیز کلاس آموز دانش زرنگ ترین وسط، این در کنیم. تلف

نرم افزارهای ͷکم با ͬ توان م چطور چه؟ یعنͬ الͽوریتمͬ» روشͬ ͷکم به چیز ͷی پاسخ کردن «تعیین

کرد؟ تجزیه را چندجمله ای ها ریاضͬ
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چندجمله ای ها

ͬ شوند؟ م تبدیل یͷ جمله ای به اینکه یا و هستند؟ یͷ جمله ای زیر عبارت های از تا چند .١

(الف ٢|x| ´ |x| (ب ۵x٢

y (ج x٢y
۵ (د ´

?
٢x

(ھ x٢ ` ٣x٢ (و
?

٢ `
?

٣ (ز
?

x٢ (ح ١´١٨

کنید. مشخص را آن عددی ضریب و بیابید را A یͷ جمله ای قسمت، هر در .٢

(الف Ap´
٣
۵

t٢zq “
٧
۵

r٣z٣t۴ (ب Ap

?
٢

٣
p٢q٣q “

٣
?

٢
٢

p۴q۵w٢

(ج pa٢ ´ ٣abqA “ ۴a٢x ´ ١٢abx (د py ´ zqA “
٣
٢

xy ´
٣
٢

xz

همۀ ،AB “ x٢ اگر باشند. صحیح عددی ضرایب با یͷ جمله ای هایی B و A کنید فرض .٣

بیابید. باشند، داشته ͬ توانند م B و A که را حالت هایی

ͬ شوند؟ م تبدیل دوجمله ای به اینکه یا و هستند؟ دوجمله ای زیر عبارت های از تا چند .۴

(الف xy٢ ` y٢x (ب ۵x٢

y `
y

۵x٢ ` a (ج x٢y`xy٢

۵

(د ´
?

٢x `
?

٣x (ھ x٢ `
?

x٢y (و |x٣| ` y

یͷ جمله ای هایی چه مجموع از دوجمله ای هر که کنید مشخص زیر قسمت های از ͷی هر در .۵

کنید. مشخص را یͷ جمله ای هر عددی ضریب نمونه، مانند است. شده تشͺیل

دوجمله ای یͷ جمله ای ها اول جمله عددی ضریب دوم جمله عددی ضریب

z ´ y z, ´y ١ ´١

´٣ab٢ ´ ۴b٢c٣

١
۵ z ´ ab

٣

٣
?

٢uw٢ ´
?

٣xy٢

بیابید. را آن است. دوجمله ای A زیر قسمت های از ͷی هر در .۶

(الف xA “ xy ´ x٢ (ب Ap´٢y٢q “ ٢y٢w٢z ´ ١٠y٢

(ج ´a
٢ A “ ٣ab ` a٢cb

۵ (د Ap
?

٣xq “ ٣x٢ ´ ٩xy

٨١



جبری عبارت ھای

ممͺن حالت های همۀ باشد؟ داشته ͬ تواند م جمله  چند یͺدیͽر، در دوجمله ای دو حاصل ضرب .٧

بیاورید. مثالͬ ͷهری برای و کنید بررسͬ را

px٢`ax`١qpx`bq حاصل ضرب جملات تعداد دربارۀ آنگاه باشند، صحیح عدد دو b و a اگر .٨

است؟ نادرست ͷکدام ی و درست زیر عبارت های از ͷکدام ی ساده کردن، از پس

است. تا ٣ دقیقاً ساده کردن از پس حاصل ضرب جملات تعداد آنگاه  ،a “ ´b اگر الف)

است. تا ٢ یا تا ٣ ساده کردن از پس حاصل ضرب جملات تعداد آنگاه ،b “ ٠ اگر ب)

کنید. مشخص را زیر چندجمله ای های از ͷهری درجۀ .٩

(الف ٩ (ب ´
?

٢ (ج ٣
?

۵ ` π (د ٠

نُه جمله ای ͷی آنها حاصل ضرب که دارد وجود سه جمله ای دو زیر، جدول دوم ردیف در .١٠

که، کنید پر طوری مناسب یͷ جمله ای های با را نقطه چین ها ردیف، هر در است. ٨ درجه

با جبری عبارت ستونِ سه جمله ای دو حاصل ضرب گستردۀ جملات تعداد و درجه •

باشند. برابر شده، نوشته ردیف همان در که اعدادی

دارد. x متغیر فقط که باشد چندجمله ای ͷی سه جمله ای، دو هر حاصل ضرب گستردۀ •

جبری عبارت جملات تعداد درجه

px۶ ` x٣ ` ١qpx٢ ` x ` ١q ٩ ٨

px۵ ` ¨ ¨ ¨ ` ١qpx٢ ` x ` ١q ٨ ٧

px۴ ` ¨ ¨ ¨ ` ١qpx٢ ` x ` ١q ٧ ۶

p¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ ` ١qpx٢ ` x ` ١q ۶ ۵

p¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ ` ١qpx٢ ` x ` ١q ۵ ۴

p¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ qpx٢ ` ¨ ¨ ¨ ` ١q ۴ ۴

p¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ qp¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ q ٣ ۴

p¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ qp¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ q ٢ ۴

٨٢



جبری عبارت ھای

آن که بیابید راه حلͬ آورده اید، به دست قبل پرسش در که چندجمله ای  هایی از ͷهری برای .١١

به کار سه جمله ای دو کردن ضرب در که راه حلͬ به کار، این برای کند. تجزیه را چندجمله ای

به صورت را px۶ `x٣ `١qpx٢ `x`١q حاصل اگر مثال، برای کنید. نگاه دقت به برده اید،

باشیم: آورده به دست زیر

px۶ ` x٣ ` ١qpx٢ ` x ` ١q

“ x۶px٢ ` x ` ١q ` x٣px٢ ` x ` ١q ` ١px٢ ` x ` ١q

“ x٨ ` x٧ ` x۶ ` x۵ ` x۴ ` x٣ ` x٢ ` x ` ١,

کنیم: عمل زیر به صورت ͬ توانیم م حاصل، چندجمله ای تجزیۀ برای آنگاه

x٨ ` x٧ ` x۶
loooooomoooooon

` x۵ ` x۴ ` x٣
loooooomoooooon

` x٢ ` x ` ١
looooomooooon

“ x۶px٢ ` x ` ١q ` x٣px٢ ` x ` ١q ` ١px٢ ` x ` ١q

“ px۶ ` x٣ ` ١qpx٢ ` x ` ١q.

تمرین ͷی یعنͬ شده اند، ضرب هم در چندجمله ای چند یا دو که دیدید جا هر به این ترتیب

است! شده متولد تجزیه

٨٣



جبری عبارت ھای

که کنید پر طوری دارند، x متغیر فقط که یͷ جمله ای هایی با را خالͬ دایره های زیر، شͺل در .١٢

باشد. برقرار زیر شرط سه هر

باشد. ۴ حداکثر یͷ جمله ای ها درجۀ •

دهد. سه جمله ای ͷی تشͺیل پاره خط هر روی یͷ جمله ای های مجموع •

شود. صفر برابر پاره خط) هر (روی سه جمله ای هر ضرایب مجموع •

٩

برای مدلͬ چنین از کتاب این در است. شده ارائه چندجمله ای ها نام گذاری برای مدلͬ زیر، در •

است. شده استفاده چندجمله ای ها نام گذاری

چندجمله ای ها نام گذاری

مثال، برای ͬ کنند. م استفاده انگلیسͬ بزرگ حروف از چندجمله ای ها نام گذاری برای

ͷی متغیرهای شناسایی چون طرفͬ از نامید. P را x٢ ` y٢x چندجمله ای ͬ توان م

داد. نمایش P px, yq به صورت را P چندجمله ای است بهتر هستند، مهم چندجمله ای

سه هر حاصل جمع به طوری که بنویسید چندجمله ای ͷی زیر، جدول خانه های از ͷهری در .١٣

بیابید. را P pxq شود. x برابر پشت سرهم خانۀ

x ` ١ P pxq x ´ ١

٨۴



جبری عبارت ھای

برای ͬ دهد. م انجام ثانیه ۵ در را ضرب عمل و ثانیه ͷی در را جمع عمل ماشین حساب، ͷی .١۴

ͬ کند. م حساب ثانیه ١٧ در را x٣ ` ۴x ` ١٠ عبارت حاصل ،x مقدار هر به ازای مثال،

کنید. بررسͬ را زیر عبارت های از ͷهری درستͬ

هر به ازای آن، محاسبۀ که دارد وجود Pای pxq الف)

ͬ برد. م زمان ثانیه ١٨ ماشین حساب این با ،x مقدار

هر به ازای آن، محاسبۀ که دارد وجود Pای pxq ب)

ͬ برد. م زمان ثانیه ١٩ ماشین حساب این با ،x مقدار

است؟ عددی چه حاصل بͽذاریم، ١
۶ عدد x به جای ٣xp٢x ´ ١

٣ qpx ´ ١٨q گستردۀ در اگر .١۵

کنید. بررسͬ را راه حل ها این کردند. حل زیر به صورت را مسئله این تارا و هانا

هانا راه حل

ͬ نامیم. م P pxq را آن و ͬ آوریم م به دست را عبارت این گستردۀ

٣xp٢x ´
١
٣

qpx ´ ١٨q “ p۶x٢ ´ xqpx ´ ١٨q

“ ۶x٢px ´ ١٨q ´ xpx ´ ١٨q

“ ۶x٣ ´ ١٠٨x٢ ´ x٢ ` ١٨x

“ ۶x٣ ´ ١٠٩x٢ ` ١٨x.

پس: آوریم، به دست را P p ١
۶ q ͬ خواهیم م و P pxq “ ۶x٣ ´ ١٠٩x٢ ` ١٨x چون

P p
١
۶

q “ ۶ ˆ
`١

۶
˘٣

´ ١٠٩
`١

۶
˘٢

` ١٨
`١

۶
˘

“ ۶p
١

٢١۶
q ´ ١٠٩

` ١
٣۶

˘

` ١٨
`١

۶
˘

“
١

٣۶
´

١٠٩
٣۶

` ٣

“
١ ´ ١٠٩ ` ١٠٨

٣۶

“ ٠.

٨۵



جبری عبارت ھای

تارا راه حل

بنابراین: کنیم. محاسبه را P p ١
۶ q باید ،P pxq “ ٣xp٢x ´ ١

٣ qpx ´ ١٨q اگر

P
`١

۶
˘

“ ٣
`١

۶
˘`

٢ ˆ
١
۶

´
١
٣
˘`١

۶
´ ١٨

˘

“
١
٢

ˆ ٠ ˆ
`´١٠٧

۶
˘

“ ٠.

آورید. به دست را زیر عبارت های از ͷهری حاصل آنگاه ،P pxq “ xpx ´ ١qpx ´ ٢q اگر .١۶

(الف P p٠q (ب P p١q (ج P p٢q (د P p٣q

آمده، زیر در که چندجمله ای» ͷی «ریشۀ تعریف از کتاب، این تمرین های از تعدادی در •

است. شده استفاده

چندجمله ای ͷی ریشۀ

ریشۀ a عدد آنگاه ،P paq “ ٠ و حقیقͬ عدد ͷی a چندجمله ای، ͷی P pxq اگر

است. P pxq چندجمله ای

P pxq چندجمله ای ریشۀ ١ عدد آنگاه ،P pxq “ px ´ ١qpx ` ٣q اگر مثال، برای

زیرا: نیست: P pxq ریشۀ ٣ عدد و

P p١q “ p١ ´ ١qp١ ` ٣q “ ٠, P p٣q “ p٣ ´ ١qp٣ ` ٣q “ ١٨ ‰ ٠.

بیابید. را آنها دارند؟ ریشه چند زیر، عبارت های از ͷهری .١٧

(الف ٢x ` ٧ (ب px ` ١qpx ´ ٢q

(ج xpx ´ ٣qpx ´
?

٢q (د x٢ ´ ١

باشد. ´١ و ´٣ ،٢ ،١ آنها ریشه های که بزنید مثال ۴ درجه چندجمله ای تا سه حداقل .١٨

٨۶



جبری عبارت ھای

و باشد ٣ آن درجۀ که بزنید مثال Pای pxq .١٩

P p٢q “ P p´
١
۵

q “ P p´
?

٣q “

?
٢

٢
¨

و ٢٢ ،٢١ ،٢٠ پرسش های به است، آمده زیر در که متعادل» «چندجمله ای تعریف باتوجه به •

دهید. پاسخ ٢٣

متعادل چندجمله ای

باشد. برقرار زیر شرط دو هرگاه ͬ نامیم، م متعادل را چندجمله ای ͷی

باشد. ͷی متغیرهایش همۀ به نسبت چندجمله ای آن درجۀ •

برابر ͬ شود، م ظاهر آن در دلخواه متغیر ͷی که جمله هایی ضرایب مجموع •

باشد. صفر

در x متغیر زیرا است. متعادل xy ` zw ´ xz ´ yw چهارجمله ای مثال، برای

است. صفر برابر جمله ها این ضرایب مجموع که است آمده ´xz و xy جمله های

است. صادق نیز w و z ،y متغیرهای برای استدلال این

هستند؟ متعادل زیر چندجمله ای های از ͷکدام ی .٢٠

(الف pabq٢ ´ pacq٢ ´ pbdq٢ ` pcdq٢ (ب ac ´ ad ` bd ` bc

(ج pa ´ cqpb ´ dq ´ pa ´ dqpb ´ cq (د ab ´ ad ` bc ´ cd

هستند؟ متعادل هشت جمله ای زیر عبارت های از ͷکدام ی .٢١

(الف pa ´ dqpb ´ eqpc ´ fq

(ب pa ´ dqpb ´ eqpc ´ fq ´ pa ´ dqpb ´ cqpe ´ fq

(ج pa ´ dqpb ´ eqpc ´ fq ´ pa ´ bqpd ´ cqpe ´ fq

صفحۀ ١۶ تمرین «الف» قسمت با ارتباطͬ چه قبل، تمرین «الف» قسمت متعادل چندجمله ای .٢٢

عضوی سه زیرمجموعه های همۀ و قبل تمرین «الف» قسمت چندجمله ای از استفاده با دارد؟ ٨

کنید. حل را ٨ صفحۀ ١۶ تمرین «ب» قسمت ͬ توانید م عضوی، شش مجموعۀ ͷی

٨٧



جبری عبارت ھای

حاصل که کند پر طوری f و e ،d ،c ،b ،a حروف با را زیر عبارت خالͬ جاهای باید علͬ .٢٣

باشد. متعادل چندجمله ای ͷی عبارت

pa ´ dqpb ´ eqpc ´ fq ´ p¨ ¨ ¨ ´ ¨ ¨ ¨ qp¨ ¨ ¨ ´ ¨ ¨ ¨ qp¨ ¨ ¨ ´ ¨ ¨ ¨ q

کنید. بررسͬ را زیر عبارت های از ͷهری درستͬ

ͷی حاصل که دهد قرار خالͬ جاهای در طوری را شده داده حرف شش ͬ تواند م علͬ الف)

باشد. متعادل چهارده جمله ای

ͷی حاصل که دهد قرار خالͬ جاهای در طوری را شده داده حرف شش ͬ تواند م علͬ ب)

باشد. متعادل شانزده جمله ای

تجزیه و اتحاد

دارند؟ چپ ستون تساوی های با تفاوتͬ چه راست ستون تساوی های .١

‚ x “ x ■ ٢x “ x

‚ ١٠py ` ١q “ ١٠y ` ١٠ ■ ١٠py ` ١q “ ١٠

‚ z٢pz ` ١q ´ xz “ zpz٢ ` z ´ xq ■ z٣ ` z٢ “ xz

‚ pa ` bq٢ “ a٢ ` b٢ ` ٢ab ■ pa ` bq٢ “ ۴

اتحاد ͷی کدام و است اتحاد زیر تساوی های از ͷی کدام که کنید مشخص دلیل ذکر با  .٢

نیست.

(الف ٣x٢ ´ ۴x ` x٢ “ ١٠x ` ۴x٢ ´ ١۴x

(ب px ´ ١qpx٣ ` x٢ ` x ` ١q “ x۴ ´ ١

(ج x۴ ` ٢x ´ ١ “ px٢ ` x ´ ١qpx٢ ´ x ` ١q ` x٢ 

٨٨



جبری عبارت ھای

کند. نقض را زیر تساوی بودن اتحاد که بیاورید مثالͬ .٣

pa ` b ´ cq٣ ` pab ` ٢cq٣ “ pab ´ ٢cq٣ ` pa ` b ` cq٣ ` ٣abc

بیابید. ͬ دهند، م اتحاد تشͺیل که را عبارت هایی جفت .۴

(الف ٣x٣ ´ ۵x ` ٢ (ب px ´ ١qp٣x٢ ` ٣x ´ ٢q

(ج x ` px ´ ١qpx٣ ` ٢q ´ x٣ (د x۴ ` ٢x ´ ١

(ھ x٣ ` ۵x٢ ` ۴x ` ١ (و px ` ١qpx٢ ` ٣x ` ١q ` x٢

(ز x۴ ` ٣x ´ ٢x٣ ´ ٢ (ح ٨x ` ٣

(ط px٢ ` x ´ ١qpx٢ ´ x ` ١q ` x٢ (ی ١٢x ` ۵ ´ ٢p٢x ` ١q

بسازید. اتحاد چپ، سمت عبارت به چند جمله ای ͷی کردن اضافه با قسمت، هر در .۵

(الف pxy ´ ۵q٢ , px٢y٢ ` ٧q (ب p٢y ` ١qpy٢ ` ٢q , py٣ ` ٣q

(ج p٢a ´ ٣bqpa ` ۴bq , p٢a٢ ´ ٨abq (د pz ` ٢z٢qp٢z ´ z٣q , p´z٣q

شود؟ اتحاد ͷی زیر تساوی که باشند اعدادی چه b و a .۶

apx ` ١q٢ ` bpx ` ١q ´ ax٢ ´ bx “ ٨x ` ٣

آورید. به دست را a ` b مقدار است. شده اتحاد زیر تساوی به طوری که هستند عدد دو b و a .٧

١ ` x ` ٢x٢ ´ x٣ “ ٣ ` apx ´ ٢q ` bpx ´ ٢q٢ ´ px ´ ٢q٣

استفاده آمده، زیر در که چندجمله ای ها» «تجزیۀ تعریف از کتاب، این تمرین های از تعدادی در •

است. شده

چندجمله ای ها تجزیۀ

چند یا دو حاصل ضرب به صورت را P بتوان اگر بͽیرید. نظر در را P چندجمله ای

است. شده تجزیه P آنگاه نوشت، P درجۀ از کمتر درجۀ با چندجمله ای

٨٩



جبری عبارت ھای

ͷی تساوی که مواردی در سپس کنید. بررسͬ را زیر تساوی های از ͷی هر بودن اتحاد ابتدا .٨

هست چپ طرف چندجمله ای شدۀ تجزیه راست طرف که بͽویید دلیل، ذکر با است، اتحاد

نه. یا

(الف x٢ ` x ` ١ “ xpx ` ١q ` ١

(ب a٢ ´ a ` ۶ “ pa ´ ٣qpa ` ٢q

(ج p٢b ´ ٧cqp٢b ` ٧cq “ ۴b٢ ´ ۴٩c٢

(د x۴ ` y۴ “ px٢ ` y٢q٢ ´ p٢xyq٢

(ھ upu ` ١q ´ ۵pu ` ١q “ pu ´ ۵qpu ` ١q

(و ۵w ´ ١٠ “ ۵pw ´ ٢q

(ز xy ´ x ´ y ` ١ “ xpy ´ ١q ´ py ´ ١q

(ح x٢ ` ١ “ xpx ` ١
xq

(ط x ´ ١ “ p
?

x ´ ١qp
?

x ` ١q

شود؟ تجزیه P pxq است ممͺن آیا باشد. ١ درجه چندجمله ای ͷی P pxq کنید فرض .٩

نیز y به نسبت و ١ برابر x به نسبت آن درجۀ که باشد چندجمله ای ͷی P px, yq کنید فرض .١٠

شود؟ تجزیه P px, yq است ممͺن آیا است. ١ برابر

کنید. تجزیه را زیر چندجمله ای های فاکتورگیری، ͷکم به .١١

(الف x۴ ` ٢x٣ ` ٣x٢ (ب pz ` ۵qz ´ zp٧ ´ zq

(ج c٣ ` ٢c٢ ´ ٣c ´ ۶ (د x۵ ` x۴ ` x٣ ` x٢ ` x ` ١

ͬ کند؟ م تجزیه را چندجمله ای ͷی همیشه فاکتورگیری، آیا .١٢

دوجمله ای مربع اتحاد

است؟ سه جمله ای همواره خودش در دوجمله ای ͷی حاصل ضرب آیا .١

٩٠



جبری عبارت ھای

کنید.   تجزیه را عبارت هر دوجمله ای مربع اتحاد از استفاده با .٢

(الف k٢ ` ٣k ` ٩
۴ (ب ۵z٢ ` ۴ ` ۴

?
۵z

(ج ٣۶x٢y۴ ´ ١٢xy٢ ` ١ (د ۴pa ` bq٢ ´ ١٢pa ` bq ` ٩

(ھ pu ´ ١q٢ ´ ٢pu ´ ١qp١ ´ vq ` p١ ´ vq٢

آنها از و بدهید ͬ هایتان هم کلاس به را حاصل ضرب و کنید ضرب خودش در را دوجمله ای ͷی .٣

ͬ هایتان هم کلاس که کنید انتخاب طوری را دوجمله ای کنید سعͬ کنند. تجزیه را آن بخواهید

کنند. تجزیه به  سادگͬ را خودش در دوجمله ای حاصل ضرب نتوانند

سپس کنید. تجزیه را زیر چندجمله ای های دوجمله ای، مربع اتحاد و فاکتورگیری ͷکم به ابتدا .۴

بیابید. را چندجمله ای هر ریشه های

(الف ´y٢ ´ ١۶ ` ٨y (ب ١
١٢

`
x٢

٣
`

x

٣
(ج pz ` ١q٣ ` ۶pz ` ١q٢ ` ٩pz ` ١q

(د ٩
٢

pu ` ۴q٣ `
۴٩
٨

pu ` ۴q ´
٢١
٢

pu ` ۴q٢

گرفت؟ ͷکم کردن تجزیه برای دوجمله ای مربع اتحاد از ͬ توان م چرا الف) .۵

تجزیه برای A٢ ` ٢AB ` B٢ ` C٢ “ pA ` Bq٢ ` C٢ اتحاد از ͬ توان م آیا ب)

گرفت؟ ͷکم کردن

بنویسید. چندجمله ای ͷی به صورت را زیر عبارت است. منفͬ عددی a ` ١ ͬ دانیم م .۶
a

p´aq٢ `
a

a٢ ` ٢a ` ١

بنویسید. چندجمله ای ͷی به صورت را زیر عبارت است. منفͬ عددی a ͬ دانیم م .٧
a

a٢pa ´ ١q٢ `
a

۴a٢ ´ ۴a ` ١ ´
a

p´a٢ ` ٢a ´ ١q٢

آنگاه ،tpa ` ١q٢ ` ٢, pb ´ ١q٣u “ t´١, ´a۴, cu و باشند حقیقͬ عدد سه c و b ،a اگر .٨

دارد؟ وجود a´c ` b برای مختلف مقدار چند

٩١



جبری عبارت ھای

،t
?

a٢ ´ ١٠a ` ٢۵,
٣

?
b٩,

?
´cu “ t´٨, ٣u و باشند حقیقͬ عدد سه c و b ،a اگر .٩

است؟ نادرست ͷکدام ی و درست زیر عبارت های از ͷکدام ی آنگاه

باشد. ١ برابر ͬ تواند م a ´ b ` c حاصل الف)

باشد. صفر برابر ͬ تواند م b´c ` a´c حاصل ب)

اعداد آن یͷ جمله ای های ضرایب ولͬ باشد ریشه اش
?

٢ که بیابید چندجمله ای ͷی الف) .١٠

باشند. صحیح

آن یͷ جمله ای های ضرایب ولͬ باشد ریشه اش ١ ´
?

٢ که بیابید چندجمله ای ͷی ب)

باشند. صحیح اعداد

آن یͷ جمله ای های ضرایب ولͬ باشد ریشه اش
?

٢ `
?

٣ که بیابید چندجمله ای ͷی ج)

باشند. صحیح اعداد

مربع سازی

بیابید. را P است. دوجمله ای ͷی مربع گستردۀ ،۴x٢ ` ٣۶x ` P سه جمله ای .١

بررسͬ را نفر سه این راه حل های کرده اند. حل زیر به صورت را مسئله این مهشید و مینا لیلا،

کنید.

لیلا راه حل

ͬ نویسیم: م زیر به صورت را دو جمله ای مربع اتحاد

p اول q٢جملۀ `٢p اول qpجملۀ دوم q`pجملۀ دوم q٢جملۀ “ p اول `جملۀ دوم q٢جملۀ

بͽیریم، نظر در دوم جملۀ در اول جملۀ دوبرابر را ٣۶x و اول جملۀ مربع را ۴x٢ اگر

٩٢



جبری عبارت ھای

داریم:

p٢xq٢ ` ٢p٢xqp دوم qجملۀ
looooooomooooooon

٣۶x

`p دوم q٢جملۀ “ p٢x ` دوم .q٢جملۀ

.P “ ٨١ بنابراین است. ٩ عدد دوم، جملۀ پس

مینا راه حل

داریم: بͽیریم، نظر در دوم جملۀ مربع را ٣۶x و اول جملۀ مربع را ۴x٢ اگر

p٢xq٢ ` p۶
?

xq٢ ` ٢p٢xqp۶
?

xq “ p٢x ` ۶
?

xq٢.

.P “ ٢۴x
?

x بنابراین

مهشید راه حل

داریم: باشد، دوم جملۀ مربع ٣۶x و دوم جملۀ در اول جملۀ برابر دو ۴x٢ اگر

p اول q٢جملۀ ` ٢p اول qp´۶جملۀ
?

xq
loooooooooomoooooooooon

۴x٢

`p´۶
?

xq٢ “ p اول جملۀ ´ ۶
?

xq٢.

.P “ ١
٩x٣ بنابراین است. ´ ١

٣x
?

x اول، جملۀ پس

گستردۀ حاصل، عبارت به طوری که کنید اضافه زیر عبارت های از ͷهری به یͷ جمله ای ͷی .٢

بیابید. را جواب ها همۀ قسمت هر در باشد. دوجمله ای ͷی مربع

(الف x٢ ` ١٠x (ب x٢ ` ٣x

(ج ۴y٢ ` ١٢y (د ۴a٢ ` ١۴ab

(ھ ۴a٢ ` ٧ab (و ۵a٢ ` ٢
?

۵a

(ز ۵a٢ ` ٧a (ح ۴a٢ ` ٢۵

(ط a۶ ` ۴ (ی a۵ ` ١

٩٣



جبری عبارت ھای

کنید. بررسͬ را زیر محاسبۀ درستͬ .٣
b

٢٩ ´ ١٢
?

۵ “

b

p٣ ´ ٢
?

۵q٢ “ ٣ ´ ٢
?

۵.

کنید: ثابت .۴

(الف
a

۵ ` ٢
?

۶ “
?

٣ `
?

٢ (ب
a

١٣ `
?

۴٨ “ ٢
?

٣ ` ١

باشد. برقرار تساوی که کنید تعیین طوری را b و a گویای اعداد مورد هر در .۵

(الف
a

٩ ´
?

۵۶ “
?

a ´
?

b (ب
a

٢ `
?

٣ “
?

a `
?

b

شوند. طبیعͬ اعدادی نیز b و a که کنید تعیین طوری را y و x طبیعͬ اعداد زیر تساوی های در .۶

ͬ هایتان هم کلاس به را تساوی چپ سمت عبارت فقط ،y و x مقادیر جایͽذاری از بعد سپس

طوری را y و x مقادیر کنید سعͬ آورند. به دست را آن حاصل که بخواهید آنها از و بدهید

کنند. پیدا را عبارت حاصل به  سادگͬ نتوانند ͬ هایتان هم کلاس که کنید انتخاب

(الف
a

x ´
?

y “
?

a ´
?

b (ب
a

x `
?

y “
?

a `
?

b

آورید. به دست را زیر عبارت های از ͷهری حاصل .٧

(الف
a

٧ ´ ۴
?

٣ `
?

٣ (ب
a

٨ ´ ٢
?

١۵ ´
?

۵

مربعات مجموع

a٣ ` b٣ ` c٣ عددی مقدار آنگاه ،a٢ ` b٢ ` c٢ “ ٠ بدانیم و باشند عدد سه c و b ،a اگر .١

بیابید. را

دوجمله ای دو مربع مجموع به صورت را x٢ ` y٢ ` ٢ ´ ٢x ´ ٢y چندجمله ای الف) .٢

بنویسید.

.x “ y “ ١ آنگاه ،x٢ ` y٢ ` ٢ ´ ٢x ´ ٢y “ ٠ اگر که کنید ثابت ب)

بیابید. را x ` y ` z عددی مقدار .x٢ ` y٢ ` ١
۴z٢ ´ ٢x ` ٢y ´ z ` ٣ “ ٠ ͬ دانیم م .٣

٩۴



جبری عبارت ھای

است. مثبت همواره زیر چندجمله ای مقدار کنید ثابت آنگاه باشند، عدد دو b و a اگر .۴

٩a۴ ` ١٠a٢ ` b٢ ´ ۴ab ` ١

کنید: ثابت .۵

.w “ x “ ٠ آنگاه ،w٢ ` x٢ “ wx اگر الف)

.w “ x “ y “ ٠ آنگاه ،w٢ ` x٢ ` y٢ “ wpx ` yq اگر ب)

.w “ x “ y “ z “ ٠ آنگاه ،w٢ ` x٢ ` y٢ ` z٢ “ wpx ` y ` zq اگر ج)

چندجمله ای مربع

شود؟ اتحاد ͷی زیر تساوی که باشند اعدادی چه b و a .١

px٢ ` ax ` ١q٢ “ x۴ ` bx٣ ` ۶x٢ ` bx ` ١

دارد؟ جمله  چند حداکثر و حداقل خودش در سه جمله ای ͷی حاصل ضرب .٢

به صورت را عبارت این زیر، عبارت به دوجمله ای ͷی افزودن با ͬ توان م متفاوت روش چند به .٣

نوشت؟ سه جمله ای ͷی مربع

x۴ ` ۴y٢ ` ١ ´ ۴y

بنویسید. سه جمله ای ͷی مربع به صورت را زیر عبارت های .۴

(الف a۴ ` ٢
?

٢a٣ ´ ٢
?

٢a ` ١ (ب a۴ ` ٢a٣ ` ٣a٢ ` ٢a ` ١

کنید. کامل را زیر اتحاد الف) .۵

pa ` b ` c ` dq٢ “ a٢ ` ¨ ¨ ¨

ضریب چند کنیم، ساده p١ ` ٢x ` ٣x٢ ` ¨ ¨ ¨ ` ١٠x٩q٢ را زیر عبارت گستردۀ اگر ب)

داشت؟ خواهیم فرد

٩۵



جبری عبارت ھای

مزدوج اتحاد

گرفت؟ ͷکم کردن تجزیه برای مزدوج اتحاد از ͬ توان م چرا .١

کنید. حساب را شده داده عبارت های حاصل ضرب مزدوج، اتحاد ͷکم با .٢

(الف px٣ ` ٢x٢ ´ x ` ۴qpx٣ ´ ٢x٢ ´ x ´ ۴q

(ب px٢ ´ xy ` y٢qpx٢ ` xy ` y٢qpx۴ ´ x٢y٢ ` y۴qpx٨ ´ x۴y۴ ` y٨q

بنویسید. متفاوت سه جمله ای چهار ضرب به صورت را ۴a٢c٢ ´ pa٢ ´ b٢ ` c٢q٢ عبارت .٣

سپس کنید. تجزیه را زیر چندجمله ای های مزدوج، اتحاد و فاکتورگیری ͷکم به ابتدا .۴

بیابید. را چندجمله ای هر ریشه های

(الف ´۶٢۵y ` y٣ (ب px ` ٢q۴ ´ ۴px ` ٢q٢

بͽیرید.  ͷکم مزدوج اتحاد و دوجمله ای مربع اتحاد از زیر چندجمله ای  های تجزیه برای .۵

(الف px٢ ´ ٨x ` ٨q٢ ´ ۶۴ (ب px ` yq۴ ´ px ´ yq۴

(ج px۴ ` ۴x٢ ` ۴q ´ ۴x٢ (د ۴y۴ ` ١ ` ۴y٢ ´ ۴y٢

(ھ ٢z٢ ` z۴ ` ١ ´ ٢z٢ (و k٨ ` ۶۴ ` ١۶k۴ ´ ١۶k۴

کنید. ثابت را زیر تساوی درستͬ آنگاه ،a ´ b “ ١ اگر الف) .۶

pa ` bqpa٢ ` b٢qpa۴ ` b۴qpa٨ ` b٨q “ a١۶ ´ b١۶

آورید. به دست را زیر عبارت حاصل ب)
`

١ `
١
٢
˘`

١ `
١
۴
˘`

١ `
١

١۶
˘`

١ `
١

٢۵۶
˘

کنید: ثابت .٧

(الف p
?

۶ ´
?

۵q١٠٠٠ ˆ p
?

۶ `
?

۵q٩٩٨ “ ١١ ´ ٢
?

٣٠

(ب ٣
a

٧ ´ ۴
?

٣ ˆ
٣
a

٧ ` ۴
?

٣ “ ١

٩۶



جبری عبارت ھای

آنگاه ،a٢ ` b٢ “ c٢ ` d٢ و a ` b “ c ` d باشیم داشته d و c ،b ،a عدد چهار برای اگر .٨

.ta, bu “ tc, du کنید ثابت

چندجمله ای های از ͷکدام ی ،a٢p١ ´ xq ` pb٢ ` c٢ ´ ٢bcqpx ´ ١q عبارت تجزیه در .٩

باشند؟ داشته وجود ͬ توانند م زیر

(الف a ` b ´ c (ب a ´ b ` c

(ج b ` c ´ a (د x ´ ١

کنید. گویا را زیر کسرهای مخرج مزدوج، اتحاد از استفاده با .١٠

(الف ٣ `
?

۵
?

٧ ´
?

۵
(ب ١

?
١٠ `

?
١۴

آورید. به دست را زیر عبارت حاصل .١١
١

?
١ `

?
٢

`
١

?
٢ `

?
٣

`
١

?
٣ `

?
۴

` ¨ ¨ ¨ `
١

?
٩٩ `

?
١٠٠

بنویسید. a برحسب را
?

١٣٩۴ ´
?

١٣۵٧ عبارت .a “
?

١٣٩۴ `
?

١٣۵٧ کنید فرض .١٢

است؟ چقدر ٣
?

x ` x´١ حاصل باشد، x “ ١ ´
?

٢ اگر .١٣

ͬ شود؟ م تجزیه مزدوج، اتحاد و دوجمله ای مربع اتحاد از استفاده با x۴ ` ٣x٢ ` ۴ آیا .١۴

کنید. بررسͬ را آنها راه حل های کرده اند. حل زیر به صورت را مسئله این امیرعباس و محدثه

محدثه حل راه

بͽیریم، نظر در دوم جملۀ در اول جملۀ برابر دو را ٣x٢ و اول جملۀ مربع را x۴ اگر

آنگاه:

x۴ ` ٣x٢ ` ۴ “ px٢ `
٣
٢

q٢ ` ۴ ´
٩
۴

“ px٢ `
٣
٢

q٢ `
٧
۴

¨

تجزیه مزدوج، اتحاد و دوجمله ای مربع اتحاد از استفاده با x۴ ` ٣x٢ ` ۴ بنابراین

ͬ شود. نم

٩٧



جبری عبارت ھای

امیرعباس حل راه

پس: ͬ گیریم. م نظر در دوم جملۀ مربع را ۴ و اول جملۀ مربع را x۴ ابتدا

x۴ ` ٣x٢ ` ۴ “ px٢ ` ٢q٢ ´ x٢

“
`

px٢ ` ٢q ` x
˘`

px٢ ` ٢q ´ x
˘

.

تجزیه مزدوج، اتحاد و دوجمله ای مربع اتحاد از استفاده با x۴ ` ٣x٢ ` ۴ بنابراین

ͬ شود. م

ͬ شود؟ م تجزیه مزدوج، اتحاد و دوجمله ای مربع اتحاد از استفاده با x۴ ` ٣x٢ ` ١ آیا .١۵

کنید. بررسͬ را نفر دو این راه حل های کرده اند. حل زیر به صورت را مسئله این آرمیتا و سعید

سعید حل راه

داریم: باشد، دوم جملۀ مربع ١ و اول جملۀ مربع x۴ اگر

x۴ ` ٣x٢ ` ١ “ px٢ ` ١q٢ ` x٢.

تجزیه مزدوج، اتحاد و دوجمله ای مربع اتحاد از استفاده با x۴ ` ٣x٢ ` ١ بنابراین

ͬ شود. نم

آرمیتا حل راه

آنگاه: باشد، دوم جملۀ در اول جملۀ برابر دو ٣x٢ و اول جملۀ مربع x۴ کنید فرض

x۴ ` ٣x٢ ` ١ “ px٢ `
٣
٢

q٢ ` ١ ´
٩
۴

“ px٢ `
٣
٢

q٢ ´
۵
۴

“
`

px٢ `
٣
٢

q `

?
۵

٢
˘`

px٢ `
٣
٢

q ´

?
۵

٢
˘

.

تجزیه مزدوج، اتحاد و دوجمله ای مربع اتحاد از استفاده با x۴ ` ٣x٢ ` ١ بنابراین

ͬ شود. م
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جبری عبارت ھای

کنید. تجزیه مزدوج، اتحاد و دوجمله ای مربع اتحاد از استفاده با را زیر چندجمله ای های .١۶

(الف x۴ ` ۴x٢ ` ١۶ (ب x۴ ` ۴x٢ ´ ١۶

(ج x۴ ` ٢x٢ ` ٩ (د x۴ ´ ٢x٢ ` ٩

(ھ x۴ ´ ۵x٢ ` ١١ (و x۴ ` ۵x٢ ´ ۵٩٩

(ز ۴x۴ ` ١ (ح x۴ ` ١

به را حاصل عبارت اگر که دهید قرار اعدادی x۴ ` ax٢ ` b عبارت در b و a به جای .١٧

کنند. تجزیه به سادگͬ را عبارت این نتوانند آنها دادید، ͬ هایتان هم کلاس

دوجمله ای مربع اتحاد از استفاده با همیشه x۴ `ax٢ `b آیا باشند، حقیقͬ عدد دو b و a اگر .١٨

ͬ شود؟ م تجزیه مزدوج، اتحاد و

کنید. بحث x۴ ` ١ و x٢ ` ١ چندجمله ای دو شدن تجزیه و داشتن ریشه دربارۀ .١٩

مشترک جمله اتحاد

گرفت؟ ͷکم کردن تجزیه برای جمله مشترک اتحاد از ͬ توان م چرا .١

سپس کنید. تجزیه را زیر چندجمله ای های از ͷهری جمله مشترک اتحاد از استفاده با ابتدا .٢

بیابید.   را چندجمله ای هر ریشه های

(الف x٢ ´ ٢x ´ ٨ (ب y٢ ´ ١٠y ` ١۶

(ج ۴k٢ ` ١۴k ` ١٠ (د ١۶h٢ ` ١۶h ` ٣

به طوری که باشد R آن ریشه های مجموعۀ و چندجمله ای ͷی P pxq کنید فرض .٣

npRq “ ٢, R Ď tx | x P Z, ´٢٠ ď x ď ٢٠u.

P pxq نتوانند آنها بدهید، ͬ هایتان هم کلاس به را آن اگر که بزنید مثال Pای pxq بالا، شرایط با

کنند. تجزیه به سادگͬ را

٩٩



جبری عبارت ھای

را زیر چندجمله ای های جمله مشترک، اتحاد و دوجمله ای مربع اتحاد فاکتورگیری، ͷکم به .۴

کنید. تجزیه

(الف px٢ ` ٣x ` ٢q ` px٢ ` ۴x ` ٣q (ب ٨x٣ ` ١۶x٢ ` ۶x

(ج px٢ ` ۴x ` ۴q ` px٢ ` ٣x ` ٢q

ͷی درجۀ چندجمله ای تعداد چه px٢ ´ ١٠x ` ١۶qpx۴ ´ ۵x٢ ` ۴q عبارت تجزیۀ در .۵

دارد؟ وجود متفاوت

باشد. اتحاد ͷی زیر تساوی که بیابید طوری را b و a مقادیر .۶

x۴ ` ٢x٣ ´ ۴x٢ ´ ۵x ´ ۶ “ px ´ aqpx ´ bqpx٢ ` x ` ١q

عضو دو هر حاصل ضرب اگر ،k مقدار هر برای کنید ثابت باشد. طبیعͬ عددی k کنید فرض .٧

است. کامل مربع حاصل˂ بزنیم، جمع ͷی با را زیر مجموعۀ متمایز
␣

k, k ` ٢, ۴k ` ۴, ١۶k٣ ` ۴٨k٢ ` ۴۴k ` ١٢
(

نامعادله

اول درجه مجهولͬ ͷی نامعادلۀ

به صورت ساده کردن از پس و باشیم داده نشان x با را نامعادله ای مجهول اگر

درجه مجهولͬ ͷی نامعادلۀ ͷی را آن ،a ‰ ٠ به طوری که درآید ax ` b ą ٠

ͬ نامیم. م اول

همۀ نیست؟ اول درجه مجهولͬ ͷی نامعادلۀ a٢x ` ١ ą ax عبارت ،a مقدار چند برای .١

کنید. مشخص را مقدارها این

١٠٠



جبری عبارت ھای

x ă ٧ آن جواب که شود جمع نامعادله کدام طرفین با ٢x ´ ١ ă ٣x ` ٢ نامعادلۀ طرفین .٢

شود؟

(الف ٢x ` ٣ ă ۴x ´ ١ (ب ۵x ´ ١ ă x ` ٣

(ج ٢x ă x ` ١ (د ´x ą x ´ ۴

که باشد اعدادی مجموعه A کنید فرض بͽیرید. نظر در را ٢x ` d ă ۵x ´ ٣ نامعادلۀ .٣

اگر داد. قرار d به جای ͬ توان م که باشد اعدادی مجموعه B و داد قرار x به جای ͬ توان م

گفت؟ ͬ توان م چه B دربارۀ آنگاه  ،۵ P A

٣
٢

x ` ٢ ą ٢x ´ ٣ و x

٢
´

x ´ ١
٣

ą ١ نامعادله های جواب مجموعه به ترتیب B و A اگر .۴

آورید. به دست را A X B آنگاه باشند،

مجموعۀ و P pxq ă Qpxq اول درجه مجهولͬ ͷی نامعادلۀ جواب مجموعه A مجموعۀ اگر .۵

درستͬ آنگاه باشد، Rpxq ă Spxq اول درجه مجهولͬ ͷی نامعادلۀ جواب مجموعه B

کنید. بررسͬ را زیر عبارت های از ͷهری

برابر AYB مجموعۀ با P pxq`Rpxq ă Qpxq`Spxq نامعادلۀ جواب مجموعه الف)

است.

برابر AXB مجموعۀ با P pxqˆRpxq ă QpxqˆSpxq نامعادلۀ جواب مجموعه ب)

است.

کنید. بحث زیر عبارت دو نادرستͬ یا درستͬ دربارۀ آنگاه ،x P Z اگر .۶

.´
?

٧ ă x ă
?

٧ آنگاه ،x٢ ă ۶۴ اگر الف)

.´
?

٧٠ ă x ă
?

٧٠ آنگاه ،x٢ ă ۶۴ اگر ب)

١٠١



جبری عبارت ھای

جبر در نمادگذاری تاریخچۀ

ق.م) ٣٠٠ (حدود اقلیدس و ق.م) ۵۴٠ (حدود فیثاغورسیان به دست که آن گونه یونانͬ، جبر

ͬ شناسیم م دوجمله ای» مربع «اتحاد عنوان با ما که را آنچه مثال، برای بود. هندسͬ شد، مدون

(مقالۀ اقلیدس اصول کتاب در ͬ دهیم، م نشان pa ` bq٢ “ a٢ ` ٢ab ` b٢ به صورت و

است. شده بیان زیر به صورت (۴ قضیۀ دوم،

تمامͬ مربع باشد، شده تقسیم دلخواه قطعۀ دو به راست خط ͷی اگر

این از حاصل مستطیل برابر دو و قطعه ها از ͷهری مربع های با خط

است. مساوی قطعه  ها

کلمات از حتͬ المقابله، و الجبر خود، معروف کتاب در ایرانͬ ͬ دان ریاض م)، ٨٢۵) خوارزمͬ

x٢ ` ٢١ “ ١٠x به  صورت امروزه که را معادله ای است . کرده استفاده اعداد به جای

است: کرده حل و بیان زیر به شͺل خوارزمͬ ͬ نویسند، م

برابر ده  شود، افزوده آن بر درهم ͷبیست وی وقتͬ که چیست مربع ͷی مقدار

این کن؛ نصف را جذرها تعداد است: چنین پاسخ آید؟ به دست مربع آن جذر

بیست وپنج حاصل ضرب، کن؛ ضرب خودش در را آن است. پنج نصف،

کن؛ تفریق بودیم، افزوده مربع به که را ͷبیست وی عدد، این از است.

این است. دو جذر، این آور؛ به دست را آن جذر است. چهار ͬ مانده، باق

این است. سه ͬ مانده، باق کن؛ تفریق است پنج که جذرها تعداد نصف از را

ͬ توانͬ م اینکه یا است. نُه مربع، خود و ͬ خواستͬ م را آن که است مربعͬ جذرِ

مربعͬ جذرِ این است. هفت مجموع، کنͬ؛ اضافه جذرها نصف به را جذر

است. چهل ونه مربع، خود و ͬ خواستͬ م را آن که است

است: زیر امروزی نوشتۀ معادل او پاسخ البته

x “
١٠
٢

˘

c

`١٠
٢
˘٢

´ ٢١ “ ۵ ˘
?

۴ “ ٣, ٧.
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جبری عبارت ھای

نمادها از جلوتر ایده ها اغلب اما ͬ رسد، م نظر به کسل کننده خوارزمͬ جبر که است درست

در ͬ شوند، م حل بار اولین برای اغلب نیز امروزه که مسئله هایی حتͬ ͬ کنند. م حرکت

راه حل های سال چند از پس معمولا˟ ولͬ ͬ شود؛ م استفاده پیچیده ای نمادهای از راه حل هایشان

ͬ شود. م عرضه ساده تر نمادهای با آنها

زیر در است. کرده استفاده جبر در خلاصه نویسͬ از بار اولین ق.م) سوم (قرن دیوفانتوس

ͬ بینید. م یونانͬ دست نویس نسخ نخستین از ͬͺی از مثالͬ

KΥβ sη ∆Υ 8Mδ ὲστ ὶ µδ;

یعنͬ

٢x٣ ` ٨x ´ p۵x٢ ` ۴q “ ۴۴.

است. آمده بالا نمادهای از ͷهری دربارۀ توضیحاتͬ زیر در

است. مͺعب معنای به KΥBOΣ برای اختصاری KΥ

است. عدد معنای به αριθµos برای اختصاری s

است. کمبود معنای به ΛEIΨΣIΣ در I و Λ از ترکیبی

است. توان معنای به ∆ΥNAMIΣ برای اختصاری ∆Υ

است. واحدها معنای به MONA∆EΣ برای اختصاری M

است. برابر یا isos نشانۀ به ὲστ ὶ

،۴ ،٣ ،٢ ،١ نشانۀ به به ترتیب θ و η ،ζ ،s ،ε ،δ ،γ ،β ،α یعنͬ یونانͬ الفبای اول حرف نُه

،٢٠ ،١٠ نشانۀ به به ترتیب ،Ϙ و π ،o ،ξ ،ν ،µ ،λ ،κ ،ι و ͬ رفتند؛ م به کار ٩ و ٨ ،٧ ،۶ ،۵

ͬ شدند. م گرفته به کار ٩٠ و ٨٠ ،٧٠ ،۶٠ ،۵٠ ،۴٠ ،٣٠

روند مثال ها این است. آمده مختلف سال های در ریاضͬ نگارش نوع از مثال های ادامه در

ͬ دهند. م نشان را جبری نمادگذاری پیشرفت تدریجͬ

است. نوشته زیر به صورت را x ` x٢ “ ١٢ معادلۀ ١۴٩۴ سال در پاچولͬ

Trouame .I.n . che giōto al suo q̄drat facia. 12.

١٠٣



جبری عبارت ھای

است. نوشته زیر به صورت را ۴x٢ ´ ۵١x ´ ٣٠ “ ۴۵ معادلۀ ١۵١۴ سال در هوک واندر

4Se.–51 Pri.–30N dit is ghelijc 45.

است. نوشته زیر به صورت را x٢ ` ٣٢x “ ٣٢٠ معادلۀ ١۵٢١ سال در گالیͽایی

I l e 32C –320 numeri.

است. نوشته زیر به صورت را x٢ “ ١٢x ´ ٣۶ معادلۀ ١۵٢۵ سال در رودولف

cubus p̄ 6 rebus aequalis 20.

است. نوشته زیر به صورت را ١۴x ` ١۵ “ ٧١ معادلۀ ١۵۵٧ سال در رکورد

14. Φ ` 15.φ ùùùù 71.φ.

است. نوشته زیر به صورت را x٢ ` ۶x ` ٩ “ x٢ ` ٣x ` ٢۴ معادلۀ ١۵۵٩ سال در بوتئو

I ♢ P 6 ρ P 9 r I ♢ P 3ρ P 24.

است. نوشته زیر به صورت را ٣x٢ ` ۴ “ ٢x ` ۴ معادلۀ ١۵٨۵ سال در استوین

3­+4 egales à 2¬+4

زیر به صورت را ´١۵x۴ ` ٨۵x٣ ´ ٢٢۵x٢ ` ٢٧۴x “ ١٢٠ معادلۀ ١۵٩١ سال در ویت

است. نوشته

I QC-15QQ+85C-225Q+274Q+274N aequatu

است. نوشته زیر به صورت را x٣ ´ ٣b٢x “ ٢c٣ معادلۀ ١۶٣١ سال در هاریوت

aaa ´ ٣bba ùùùù `٢ccc.

است. نوشته زیر به صورت را y٢ “ cy ´ cx
b y ` ay ´ ac معادلۀ ١۶٣٧ سال در دکارت

yy ∝ ´
cx

b
y ` ay ´ ac.

نوشته زیر به صورت را x۴ ` bx٣ ` cx٢ ` dx ` e “ ٠ معادلۀ ١۶٩٣ سال در والیس

است.

x۴ ` bx٣ ` cxx ` dx ` e “ ٠.

١٠۴



 

۶فصل خطͬ معادله های و خط

\begin{tikzpicture}

\draw(0,0)coordinate(A)--(120:6cm)coordinate(B)--++(60:6cm)coordinate(C)

--++(0:6cm)coordinate(D)--++(-60:6cm)coordinate(E)--++(240:6cm) coordinate(F)--cycle;

\foreach \x in {1,...,60}{\draw (A) coordinate(X);

\draw[fill=green!20](A)--(B)coordinate[pos=.10](A)--(C)coordinate[pos=.10](B)

--(D)coordinate[pos=.10](C)--(E)coordinate[pos=.10](D)

--(F)coordinate[pos=.10](E)--(X)coordinate[pos=.10](F);

\draw (A)--(B)--(C)-- (D) --(E) -- (F) -- cycle;}

\end{tikzpicture}

دقیق را شͺل ها که نرم افزار هایی با کار برای دارد. کاربرد بسیاری رشته های در دقیق شͺل های رسم

دستورات که بالا شͺل رسم برای داشت. تسلّط مختصات صفحۀ نقاط بین رابطۀ به باید ͬ کنند رسم م

بدانید نیست بد است. شده LATEXاستفاده نرم افزار TikZ بستۀ از است، شده نوشته آن زیر ترسیمش

شده اند. رسم دستوراتͬ چنین با تکمیلͬ ریاضͬ کتاب های شͺل های همۀ که



خطی معادله ھای و خط

خط معادلۀ و شیب

مربع های ضلع (طول هستند؟ خط ͷی روی C و B ،A نقطۀ سه زیر، شͺل های از ͷکدام ی در .١

است.) واحد ͷی ͷکوچ
C

A

C

B

٢ شͺل

B

C

A ١ شͺل

واحد ͷی ͷکوچ مربع های ضلع (طول کنید. حساب را زیر مستطیل و مربع مساحت الف) .٢

است.)

چپ سمت شͺل در و ذوزنقه ها از ͷهری مساحت راست سمت شͺل در زیر، در ب)

است؟ چقدر مثلث ها از ͷهری مساحت

١٠۶



خطی معادله ھای و خط

کنید. توجه زیر شͺل های به ج)

قسمت در را آن ها مساحت که ذوزنقه ای و مثلث دو ͬ شود م مشاهده شͺل دو هر در

قسمت در را آن ها مساحت که گرفته اند قرار مستطیلͬ و مربع در کرده اید، حساب «ب»

در که مربعͬ و مستطیل مساحت باید ͬ رسد م نظر به یعنͬ کرده اید. حساب «الف»

چرا؟ نیست. چنین ولͬ باشند. برابر کرده اید، حساب «الف» قسمت

ͬ آمد. م به دست ۵ ˆ ١٣ و ٨ ˆ ٨ حاصل ضرب های از مستطیل و مربع مساحت قبل مسئلۀ در .٣

ͬ شوند. م ظاهر است، معروف فیبوناتچͬ»١ «دنبالۀ به که زیر عددی الͽوی در اعداد این

١, ١, ٢, ٣, ۵, ٨, ١٣, ٢١, ٣۴, ۵۵, ٨٩, . . . .

باشد. بیشتر آن مستطیل و مربع مساحت به طوری که کنید طرح قبل مسئلۀ مشابه مسئله ای

است؟ چقدر k باشند، راست خط ͷی روی
“

´١
٠
‰

و
“ ٠

k

‰

،
“

k
٢
‰

نقطه سه اگر .۴

کنیم، وصل به هم دو به دو را آنها اگر که بزنید مثال مختصات صفحۀ در نقطه چهار الف) .۵

آید. به دست متفاوت شیب چهار

وصل به هم دو به دو را آنها اگر که بزنید مثال مختصات صفحۀ در نقطه پنج ͬ توانید م آیا ب)

آید؟ به دست متفاوت شیب چهار کنیم،

به هم دو به دو را آنها اگر که بزنید مثال مختصات صفحۀ در نقطه شش ͬ توانید م آیا ج)

آید؟ به دست متفاوت شیب پنج کنیم، وصل

Sequence Fibonacci١
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خطی معادله ھای و خط

داد؟ نمایش مختصات صفحۀ در را زیر مجموعۀ اعضای همۀ ͬ توان م آیا .۶
!

“

x
y

‰

| x P R, y P R, y “ ٢x ´ ٣
)

روی نقاط این همۀ به طوری که است مختصات صفحۀ از نقاطͬ شامل مجموعه ای A ͬ دانیم م .٧

دارند. قرار راست خط ͷی

کرد؟ مشخص را A مجموعۀ عضوهای همۀ ͬ توان م آیا ،
“ ١

١
‰

P A بدانیم اگر الف)

مشخص را A مجموعۀ عضوهای همۀ ͬ توان م آیا ،
!

“ ١
١
‰

,
“ ٢

۵
‰

)

Ď A بدانیم اگر ب)

کرد؟

ͷی به صورت را زیر شͺل صورتͬ پاره خط های روی نقاط همۀ ͬ خواستند م فرهاد و مهران .٨

دهند. نشان مجموعه

x

´٣ ´٢ ´١ ١ ٢ ٣

y

´٣

´٢

´١

١

٢

٣

٠

مهران پاسخ 

اگر

A “

!

“

x
y

‰

| y “ ´x ` ٢, x ě ٠, y ě ٠
)

و

B “

!

“

x
y

‰

| y “ x ´ ٢, x ě ٠, y ď ٠
)

,

است. A Y B صورتͬ پاره خط های روی نقاط همۀ مجموعۀ آنگاه

١٠٨



خطی معادله ھای و خط

فرهاد پاسخ

روی نقاط همۀ مجموعه
!

“

x
y

‰

| x ` |y| “ ٢, x ě ٠
)

مجموعۀ اعضای

هستند. صورتͬ پاره خط های

بنویسید. کامل ̞ˁراه حل درست، پاسخ برای هستند؟ درست فرهاد و مهران پاسخ های آیا

نشان مجموعه ͷی به صورت را صورتͬ پاره خط های روی نقاط همۀ زیر شͺل های از ͷهری در .٩

دهید.

x

y

´٣ ´٢ ´١ ١ ٢ ٣

´٣

´٢

´١

١

٢

٣

٠
x

y

´٣ ´٢ ´١ ١ ٢ ٣

´٣

´٢

´١

١

٢

٣

٠

نقطۀ از نقاط آن همۀ فاصلۀ که بیابد را مختصات صفحۀ در نقاطͬ مجموعه ͬ خواست م آرمیتا .١٠

نوشت. را زیر راه حل او باشد. ۴ برابر
“ ٢

٣
‰

آرمیتا راه حل

برابر O نقطۀ از A “
“

x
y

‰

دلخواه نقطۀ فاصلۀ کنیم فرض ͬ نامیم. م O را
“ ٢

٣
‰

نقطۀ

رسم x محور با موازی خطͬ O نقطۀ از و y محور با موازی خطͬ A نقطۀ از باشد. ۴

O نقاط که پاره خطͬ طول ͬ کنند. م قطع B نقطۀ در را یͺدیͽر خط دو این ͬ کنیم. م

که پاره خطͬ طول همچنین .|x ´ ٢| با است برابر ͬ کند م وصل یͺدیͽر به را B و

فیثاغورس رابطۀ  چون .|y ´ ٣| با است برابر ͬ کند م وصل یͺدیͽر به را B و A نقاط

١٠٩



خطی معادله ھای و خط

پس: است، برقرار BO و AO ،AB پاره خط سه برای

BO٢ ` AB٢ “ AO٢ ùñ px ´ ٢q٢ ` py ´ ٣q٢ “ ۴٢.

است. شده خواسته مجموعۀ زیر، مجموعۀ بنابراین
!

“

x
y

‰

| px ´ ٢q٢ ` py ´ ٣q٢ “ ١۶
)

کنید. بحث آرمیتا حل راه دربارۀ الف)

نشان مختصات صفحۀ روی است، آورده به دست آرمیتا که را نقاطͬ همۀ ͬ توانید م آیا ب)

دهید؟

آورند. به دست را زیر خط چهار معادلۀ ͬ خواستند م فرخنده و فاطمه هما، .١١

x

d

´٣ ´٢ ´١ ١ ٢ ٣

y

´٣

´٢

´١

١

٢

٣

٠
x

ℓ

´٣ ´٢ ´١ ١ ٢ ٣

y

´٣

´٢

´١

١

٢

٣

٠

x

k

´٣ ´٢ ´١ ١ ٢ ٣

y

´٣

´٢

´١

١

٢

٣

٠
x

j

´٣ ´٢ ´١ ١ ٢ ٣

y

´٣

´٢

´١

١

٢

٣

٠

١١٠



خطی معادله ھای و خط

راه حل هر دربارۀ و بنویسید کامل راه حل ͷهری پاسخ برای است. زیر به صورت آنها پاسخ های

کنید. بحث

هما راه حل

عرض b و شیب a آن در که است y “ ax ` b به صورت کلͬ حالت در خط معادلۀ

است. مبدأ از

است. زیر به صورت خط چهار این معادلۀ بنابراین

d : y “
١
٣

x ` ١ ℓ : y “ ´
٣
٢

x

k : y “ ٢ j :

فاطمه راه حل

و مبدأ از طول a آن در که است x

a
`

y

b
“ ١ به صورت کلͬ حالت در خط معادلۀ

ͬ باشد. م مبدأ از عرض b

است. زیر به صورت خط چهار این معادلۀ بنابراین

d : x

´٣
`

y

١
“ ١ ℓ :

k : j :

فرخنده راه حل

این معادلۀ بنابراین است. ax ` by ` c “ ٠ به صورت کلͬ حالت در خط معادلۀ

است. زیر به صورت خط چهار

d : x ´ ٣y ` ٣ “ ٠ ℓ : ٣x ` ٢y “ ٠

k : y ´ ٢ “ ٠ j : x ` ١ “ ٠

١١١



خطی معادله ھای و خط

b ´ a “ ۵ اگر است. کرده قطع را ℓ خط ،x

٨
`

y

۴
“ ١ معادلۀ به k خط زیر، شͺل مطابق .١٢

آورید. به دست را ℓ خط معادلۀ آنگاه ،d ´ c “ ۵ و

ℓ

k

a b

c

d

x

y

ͬ گذرد؟ نم مختصات دستگاه ربع کدام از ٢x ´ ٧y ` ۴ “ ٠ معادلۀ به خط .١٣

مختصات صفحۀ در را چیزی چه ax ` by ` c “ ٠ معادلۀ آنگاه ،a٢ ` b٢ “ ٠ بدانیم اگر .١۴

ͬ دهد؟ م نشان

باشد خطͬ موازی و کند قطع ٢ به طول نقطه ای در را xها محور که بنویسید را خطͬ معادلۀ .١۵

ͬ گذرد. م
“

´٢
٠
‰

و
“ ١

٣
‰

نقطۀ دو از که

است؟ چقدر t مقدار است. شده رسم زیر در y “ ٢x ` d خط .١۶

x´۵

y

١

t

است؟ نادرست ͷکدام ی و درست زیر عبارت های از ͷکدام ی .١٧

موازی اند. خط دو آن باشند، برابر خط دو شیب اگر الف)

برابرند. خط دو آن شیب باشند، موازی خط دو اگر ب)

١١٢



خطی معادله ھای و خط

ͷکدام ی آنگاه ،mm1 “ ١ اگر موازی اند. y “ m1x ` b1 و y “ mx ` b خط دو ͬ دانیم م .١٨

است؟ نادرست ͷکدام ی و درست زیر عبارت های از

هستند. سوم و اول ربع نیمساز موازیِ خط، دو هر الف)

هستند. چهارم و دوم ربع نیمساز موازیِ خط، دو هر ب)

است؟ درجه چند y ` x “ ٢٠١۶ و x “ ١٣٩۵ خط دو بین زاویۀ .١٩

x “ ٢ و y “ x ` ٢ ،y “ ۶ خطوط روی آن ضلع سه که منتظمͬ هشت ضلعͬ محیط .٢٠

است؟ چقدر باشد،

پاره خط شود. تمام تا ͬ ماند م روشن آنقدر و ͬ شود م روشن ایستاده حالت در عجیب شمع ͷی .٢١

ͬ دهد. م نشان زمان برحسب را سوختن حال در شمع̧ طول زیر، شͺل در AB

زمان

شمع طول

٢٠ A

B

١۴

١٢

میز روی افقͬ به صورت را شمع و کنیم روشن همزمان را عجیب شمع این سر دو اگر الف)

سوختن نمودار این حالت در ͬ سوزد. م ایستاده حالت مانند شمع طرف هر بͽذاریم،

کنید. رسم را شمع

نگه عمودی به صورت را شمع و کنیم روشن همزمان را عجیب شمع این سر دو اگر ب)

سوختن نمودار حالت این در ͬ سوزد. م شمع بالای برابر ٧ سرعت با شمع پایین داریم،

کنید. رسم را شمع

است؟ نادرست ͷکدام ی و درست زیر عبارت های از ͷکدام ی .٢٢

.y “ ´ ١
٢ و x “ ١

٢ آنگاه ،px ` yq ` px ´ yq “ ١ اگر الف)

.y “ ´ ١
٢ و x “ ١

٢ آنگاه ،
?

٣px ` yq ` px ´ yq “ ١ اگر ب)

١١٣



خطی معادله ھای و خط

خطͬ معادلات دستگاه

.B “
“

´٧
´٢x´٢y

‰

و A “
“ ٣x`٢y

٨
‰

کنید فرض .١

باشد. طول ها محور روی B و عرض ها محور روی A که کنید تعیین طوری را y و x الف)

ربع نیم ساز روی B و سوم و اول ربع نیم ساز روی A که کنید تعیین طوری را y و x ب)

باشد. چهارم و دوم

چقدر مختصات مبدأ از y ` ٣x ´ ۴ “ ٠ و ٢x ´ y “ ١ خط دو برخورد محل فاصلۀ .٢

است؟

دو برخورد نقطه از و باشد موازی
?

٢y ´ ٢x ` ٢ “ ٠ خط با که بنویسید را خطͬ معادله .٣

بͽذرد. y ´ ٢x ´ ١ “ ٠ و y ` ٢x ´ ۵ “ ٠ خط

دارد. قرار x محور روی my “ x ` n و y “ x ` ٢ معادله های به خط دو برخورد محل .۴

بیابید. را n

باشد. نداشته جواب زیر دستگاه که کنید تعیین طوری را k مقدار .۵
$

’

’

&

’

’

%

٣x ´ ٢y “ k

kx ` ٣y “ ١٣٩۵

برادر پنج است. طبیعͬ مختصات دارای y “ a
٢ x´ ٣

٢ و y “ ٣x` ٢ خط دو برخورد محل .۶

است؟ نادرست کدام و درست حدس کدام زدند. حدس زیر به صورت را a مقدار محدودۀ

٧ ă a ă ١۴ بیژن: حدس • ۶ ă a ď ١٣ هوشنگ: حدس •

۵ ă a ă ١۴ ارسلان: حدس • ۶ ď a ă ١٣ ارژنگ: حدس •

١٠ ă a ă ١٢ اردشیر: حدس •

یͺدیͽر ٢x ` y “ ٩ و p٢m ´ ۵qx ` my “ ٣ ،x ´ y “ ٠ معادله های با خط سه اگر .٧

بیابید. را m آنگاه کنند، قطع نقطه ͷی در را

١١۴



خطی معادله ھای و خط

باشند. مشترک نقطه ͷی در دقیقاً خط پنج این به طوری که بنویسید را خط پنج معادلۀ .٨

«هر بود: شده نوشته آزمون دفترچۀ روی داشت. سؤال ۴٠ که کرد شرکت آزمونͬ در علیرضا .٩

آزمون پایان در علیرضا دارد.» منفͬ نمرۀ ١ نادرست پاسخ هر و مثبت نمرۀ ٠٫۵ درست پاسخ

شد! ٢ علیرضا نمرۀ نتایج اعلام از بعد اما است؛ داده پاسخ سؤال ها تمام به که بود خوشحال

بود؟ داده درست پاسخ سؤال چند به او

سͺه هایش و گرفت پدربزرگش از سͺه ۵ احمد داشتند. سͺه تعدادی کدام هر محمود و احمد .١٠

نصف سͺه هایش تعداد و داد مادربزرگش به سͺه ١٢ سپس شد. محمود سͺه های برابر دو

است؟ داشته سͺه چند ابتدا در احمد شد. محمود سͺه های تعداد

باشیم داشته که کنید تعیین طوری را P pxq است. ١ درجه چندجمله ای ͷی P pxq ͬ دانیم م .١١

.P p٢q “ ۵ و P p١q “ ٣

باشیم داشته که کنید تعیین طوری را P pxq است. ٢ درجه چندجمله ای ͷی P pxq ͬ دانیم م .١٢

.P p٣q “ ۴ و P p٢q “ ١ ،P p١q “ ٠

١١۵



خطی معادله ھای و خط

باشیم داشته که کنید تعیین طوری را P pxq است. ٣ درجه چندجمله ای ͷی P pxq ͬ دانیم م .١٣

.P p٣q “ ٣ و P p٢q “ ١ ،P p١q “ ٠

است: زیر به صورت d خط معادلۀ و هستند حقیقͬ اعدادی n و m ͬ دانیم م .١۴

p٢x ` y ` ٢qm ` p٣y ´ x ` ٧qn ` p۵x ´ ٢y ` ١٠q “ ٠.

کند، قطع ´٢ به طول نقطه ای در را طول ها محور و باشد عرض ها محور موازی d خط اگر

بیابید. را n و m آنگاه

سپس و کنید پیدا را سهیل راه حل ایراد ابتدا است. کرده حل زیر به صورت را مسئله این سهیل

آورید. به دست را n و m

سهیل راه حل

معادله چهرۀ ابتدا پس است. ax`by `c “ ٠ به صورت کلͬ حالت در خط معادلۀ

ͬ دهیم: م تغییر این گونه را

p٢x ` y ` ٢qm ` p٣y ´ x ` ٧qn ` p۵x ´ ٢y ` ١٠q “ ٠

ùñ p٢m ´ n ` ۵qx ` pm ` ٣n ´ ٢qy ` p٢m ` ٧n ` ١٠q “ ٠. p‹q

نتیجه در است، ´٢ آن مبدأ از طول و عرض هاست محور موازی d خط چون

y ضریب و ١ برابر x ضریب p‹q رابطۀ در پس است. d خط معادلۀ x “ ´٢

معادلات دستگاه است کافͬ n و m آوردن به دست برای بنابراین است. صفر برابر

کنیم. حل را زیر
$

’

’

&

’

’

%

٢m ´ n ` ۵ “ ١

m ` ٣n ´ ٢ “ ٠

.n “ ٨
٧ و m “ ´ ١٠

٧ که ͬ شود م نتیجه به سادگͬ بالا دستگاه از

١١۶



٧فصل گویا عبارت های

عبارت های ریاضͬ، مدرن نمادگذاری های ابداع و ریاضیات ͷکلاسی دوران شروع با

از نیوتن، آیزاک دستخطّ بالا، تصویر در دید. علمͬ متون اکثر در ͬ توان م را گویا

ͬ کنید. م مشاهده را ͷکلاسی ریاضیات بنیان گذاران



گویا عبارت ھای

گفت و گو

جدید درس یادگرفتن حال کسͬ نه چندجمله ای ها تقسیم یادگرفتن از بعد بود. کلاس آخر دقیقۀ چند

شود. حل بیشتری تمرین که بود نیازی فعلا́ نه و داشت را

دارد؟ نظری یا سؤالͬ کسͬ معلم:

هر هستند. صحیح اعداد شبیه خیلͬ چندجمله ای ها رسیدم. جالبی چیز به من :١ دانش آموز

است. هم شبیه هم تقسیم شان دارند. هم ضرب دوتا هر دارند. تفریق و جمع دوتا

آفرین. معلم:

عدد آنها در که دارند متغیرهایی چندجمله ای ها چون است. واضحͬ چیز که این :٢ دانش آموز

بود این جز اگر باشند. اعداد شبیه اینقدر باید که است معلوم خُب ͬ گذاریم، م

ͬ کردیم. م تعجب باید

مطمئنͬ؟ معلم:

گفتم؟ اشتباه مͽر بله. :٢ دانش آموز

اعداد شبیه آنها رفتار ولͬ ͬ گذاری م حقیقͬ اعداد چندجمله ای ها متغیرهای به جای معلم:

است. صحیح

چندجمله ای ها. مثل درست دارند. تقسیم و ضرب تفریق، جمع، هم حقیقͬ اعداد خُب :٢ دانش آموز

گوید؟ مͬ درست برگرداند] ١ آموز دانش سمت به را رویش ͬ که [درحال معلم:

نه. :١ دانش آموز

چرا؟ معلم:

و قاعده ͬ مانده اش باق است. صحیح اعداد تقسیم شبیه چندجمله ای ها تقسیم :١ دانش آموز

اعداد مورد در ͬ شود. م متوقف تقسیم عمل بعد به جایی ͷی از دارد. قانون

کنیم... تقسیم ٣ بر را ٢ اگر مثلا́ نیست. طور این حقیقͬ

١١٨



گویا عبارت ھای

هستند! صحیح عدد دو هر ٣ و ٢ اتفاقاً هه! :٢ دانش آموز

بود. نشده تمام حرفم هنوز که من :١ دانش آموز

نپرید! همدیͽر حرف وسط مباحثه در بود قرار معلم:

اعداد تقسیم قاعدۀ طبق اگر هستند، صحیح عدد دو هر ٣ و ٢ اینکه با اتفاقاً :١ دانش آموز

٣ بر تقسیم ٢ صحیح اعداد در ولͬ ͬ آورند؛ م گردش دورۀ برویم جلو حقیقͬ

.٢ ͬ مانده اش باق و است صفر خارج قسمتش

کنید. مباحثه که گرفته اید یاد تقریباً سالͬ آخر این خوشحالم معلم:

نشنیدند بود شده گم زنگ صدای در که را معلم صدای ͬ ها خیل و شد بلند زنگ صدای که بود اینجا

خیلͬ ͬ دان ریاض ͷی ولͬ ͬ برد م پی ریاضͬ مفاهیم بین شباهت به بزرگ ͬ دان ریاض ͷی» گفت: که

ͬ کند.» م کشف را ریاضͬ مفاهیم بین شباهت های بین شباهت بزرگ

سعدی گلستان از حͺایتͬ

خویش جھلِ به کسى ھرگز مى گفت: که شنیدم ح࡫ما از را ی࡫ی
تمام همࡋنان باشد ࡑࡌن در دی࡬ری چون که آن کس مگر ن࡫ند اقرار

کند. آغاز ࡑࡌن ناंفته،
بُن و خردمند ای سرست، را ࡑࡌن

ࡑࡌن میانِ در ࡑࡌن میاور
ھوش و فرھنگ و تدبير خداوندِ

خموش भیند تا ࡑࡌن، ن࡬وید
١١٩



گویا عبارت ھای

گویا عبارت های کردن ساده

کنید. ساده را زیر عبارت .١
x٢ ´ ٣x ` ٢

x٢ ´ ۴

بحث نفر دو این راه حل دربارۀ کرده اند. ساده را بالا عبارت زیر راه حل های با سبحان و حنیف

کنید.

حنیف راه حل

x٢ ´ ٣x ` ٢
x٢ ´ ۴

“
px ´ ٢qpx ´ ١q

px ´ ٢qpx ` ٢q

“
x ´ ١
x ` ٢

px ‰ ٢q

x ´ ١
x ` ٢

کسر در و هستند، ´٢ و ٢ مخرج ریشه های px ´ ٢qpx ´ ١q

px ´ ٢qpx ` ٢q
کسر در چون

شود. نوشته x ‰ ٢ شرط است واجب پس است، ´٢ فقط مخرج ریشه
x ´ ١
x ` ٢

کسر خود چون ننوشته ام. من که است مستحب x ‰ ´٢ شرط گذاشتن البته

.x ‰ ´٢ ͬ گوید م

سبحان راه حل

x٢ ´ ٣x ` ٢
x٢ ´ ۴

“
px ´ ٢qpx ´ ١q

px ´ ٢qpx ` ٢q
px ‰ ٢, x ‰ ´٢q

“
x ´ ١
x ` ٢

px ‰ ٢, x ‰ ´٢q

همۀ در پس هستند x٢ ´ ٣x ` ٢
x٢ ´ ۴

کسر مخرج ریشه های ´٢ و ٢ اعداد چون

شود. نوشته x ‰ ´٢ و x ‰ ٢ شرط های باید تساوی ها

١٢٠



گویا عبارت ھای

نوشت: این گونه را حاصل و کرد ساده را گویا عبارت ͷی زینب .٢
x ´ ١
x ` ٢

, px ‰ ٢q

درست زیر عبارت های از ͷکدام ی است. داده انجام درست را کردن ساده عمل زینب ͬ دانیم م

است؟ نادرست ͷکدام ی و

باشد. x٢ ´ ٣x ` ٢
x٢ ´ ۴

ͬ تواند م است کرده ساده  زینب که عبارتͬ الف)

باشد. x٣ ` x ´ x٢ ´ ١
x٣ ` x ` ٢x٢ ` ٢

ͬ تواند م است کرده ساده زینب که عبارتͬ ب)

نوشت: این گونه را حاصل و کرد ساده را گویا عبارت ͷی لیلا .٣
x ´ ١
x ` ٢

¨

درست زیر عبارت های از ͷکدام ی است. داده انجام درست را کردن ساده عمل لیلا ͬ دانیم م

است؟ نادرست ͷکدام ی و

باشد. x٢ ` x ´ ٢
x٢ ` ۴x ` ۴

ͬ تواند م است کرده ساده  لیلا که عبارتͬ الف)

باشد. a ´ ax

´ax ´ ٢a
ͬ تواند م است کرده ساده لیلا که عبارتͬ ب)

باشد. زیر عبارت آنها شدۀ ساده  که بزنید مثال گویا عبارت سه حداقل .۴
٢x ´ ١
x ` ٢

,
`

x ‰ ´٣, x ‰ ٢, x ‰
١
٢
˘

تساویِ باتوجه به .۵
a

x
`

b

x ´ ١
`

c

x ´ ٢
“

٣x٢ ´ ۶x ` ٢
x٣ ´ ٣x٢ ` ٢x

آورید. به دست را a ` b ` c مقدار

بیابید. را زیر عبارت های حاصل .۶

(الف x٢ ´ ٢x

x٢ ´ ٣x ` ٢
´

x ´ ٣
x٢ ´ ۴x ` ٣

(ب x ´ ١
x ` ٢

ˆ
x٢ ` ٢x ´ ٣
x٢ ` x ´ ٢

است. x۵`x`١ چندجمله ای ریشه های ،x٣´x`١ چندجمله ای ریشه های معکوس کنید ثابت .٧

١٢١



گویا عبارت ھای

چندجمله ای ها تقسیم 

بنویسید. را تقسیم رابطه و کنید تقسیم .١

x ` ٢ بر ۴x٣ ` ٢x الف)

x٢ ` ٣x ` ١ بر ۵x۵ ` ١ ب)

٢x ´ ١ بر x ´ x٢ ` ٢x۴ ` ١
٨ ج)

x ` ١ ´ x٢ بر ۵x۴ ´ ٣x۵ ´ ٣x ´ ۵ د)

x `
?

٢ بر x۴ ھ)

کنید. محاسبه امͺان صورت در را شده داده تقسیم های .٢

x٢ ` ۴ بر ٣x٢ ` ۴ الف)

٣x٢ ` ۴ بر x٢ ` ۴ ب)

x ` ۵ بر ٢۵ ج)

٢۵ بر x ` ۵ د)

آورید. به دست را مقسوم علیه زیر، تقسیم در .٣

´٢x ` ۵

۶x۴ ´ ٧x٣ ´ ۴x٢ ` ۵x ` ٣

٢x٢ ´ ٣x ` ١...

خارج قسمت درجۀ کرده ایم. تقسیم ٣ درجه چندجمله ای ͷی بر را ۵ درجه چندجمله ای ͷی .۴

بیاورید. مثال ͷی حالت هر برای چرا؟ است؟ چند

ͬ مانده باق درجۀ کرده ایم. تقسیم ٣ درجه چندجمله ای ͷی بر را ٧ درجه چندجمله ای ͷی .۵

بیاورید. مثال ͷی حالت هر برای چرا؟ باشد؟ ͬ تواند م ۴ یا ٣ ،٢ ،١ صفر، اعداد از ͷکدام ی

١٢٢



گویا عبارت ھای

P pxq به جای ابتدا قسمت، هر در ͬ دهد. م نشان را تقسیم رابطه ͷی زیر رابطه های از ͷی هر .۶

را ͬ مانده باق و خارج قسمت مقسوم علیه، مقسوم، سپس و دهید قرار مناسب چندجمله ای

کنید. مشخص

(الف ۴x۵ ` ١ “ pP pxqqp٢x٢ ` ٢x ` ١q ` p´x٢ ´ ٢x ` ١
٢ q

(ب x۵ ` ٢x٢ ` ١ “ pP pxqqpx٢ ´ x ` ١q ` x

آنگاه باشد، اتحاد ،x۴ ´ ٢x٣ ´ x٢ ` ٢x ´ ٢۴ “ px ´ aqpx ´ bqpx٢ ´ x ` ۴q اگر .٧

باشد؟ ͬ تواند م اعدادی چه با برابر ab

است؟ اتحاد تقسیم، رابطۀ آیا .٨

x۴`x٢´٣x٣´٢`x چندجمله ای ،x١`٢ بر x۴`x٢´٣x١`٢ تقسیم از استفاده با الف) .٩

کنید. تجزیه را

متولد تجزیه تمرین ͷی چندجمله ای ها، در تقسیم ͷی انجام از بعد گفت ͬ توان م آیا ب)

است؟! شده

را ͬ مانده باق و خارج قسمت مقسوم علیه، مقسوم، است. تقسیم رابطه ͷی زیر تساوی الف) .١٠

کنید. مشخص

x۶ ` ٢x۴ “ px۴ ` x٢ ` ١qpx٢ ` ١q ` p´٢x٢ ´ ١q

١٢٣



گویا عبارت ھای

اشتباه دچار تقسیم انجام در او کرد. تقسیم چندجمله ای ͷی بر را ´۴x١٠ ` ١ آیدا ب)

نوشت. زیر به صورت را تقسیم رابطه و شد

´۴x١٠ ` ١ “ p´٢x٢ ´ ١qp٢x٨ ´ x۶ `
١
٢

x۴ ´
١
۴

x٢q ` p´
١
۴

x٢ ` ١q

تقسیم، رابطه اصلاح از پس و کنید پیدا را آیدا اشتباه است. اتحاد بالا تساوی ͬ دانیم م

کنید. مشخص را ͬ مانده باق و خارج قسمت مقسوم  علیه،

بر را P pxq و باشد ٣ درجۀ چند جمله ای ͷی Qpxq و ۶ درجۀ سه جمله ای ͷی P pxq اگر .١١

است؟ نادرست ͷکدام ی و درست زیر جمله های از ͷکدام ی آنگاه باشیم، کرده تقسیم Qpxq

باشد. سه جمله ای ͷی خارج قسمت و ٢ درجۀ چند جمله ای ͷی ͬ تواند م ͬ مانده باق الف)

باشد. سه جمله ای ͷی ͬ تواند م خارج قسمت و سه جمله ای ͷی ͬ تواند م ͬ مانده باق ب)

باشد. چهارجمله ای ͷی ͬ تواند م خارج قسمت ج)

باشد. چهارجمله ای ͷی ͬ تواند م ͬ مانده باق د)

است؟ عددی چه a است. ۴ برابر x ` ١ بر x۴ ´ ax٣ ` x٢ ` ٢ax ` ١ تقسیم ͬ ماندۀ باق .١٢

کند. پیدا را x ´ ٢ بر x۵ ` ٢٠ تقسیم ͬ ماندۀ باق تقسیم، عملیات بدون ͬ خواست م داریوش .١٣

کنید. بحث داریوش راه حل دربارۀ است. آمده بعد صفحۀ در او راه حل

داریوش راه حل

است. زیر به صورت تقسیم رابطۀ

x۵ ` ٢٠ “ px ´ ٢qQpxq ` Rpxq,

درجۀ از مقسوم علیه چون هستند. ͬ مانده باق Rpxq و خارج قسمت Qpxq آن در که

بنابراین است. صفر برابر ͬ مانده باق یا است صفر ͬ مانده باق درجۀ یا پس است ͷی

ͬ توانیم م بنابراین داد. نشان a مثل حقیقͬ عدد ͷی به صورت را ͬ مانده باق ͬ توان م

١٢۴



گویا عبارت ھای

بنویسیم: زیر به صورت را تقسیم رابطۀ

x۵ ` ٢٠ “ px ´ ٢qQpxq ` a.

بتوانیم تا ͬ کنیم م نابود را ͬͺی بنابراین ͬ شناسیم. نم را a و Qpxq تساوی این در

است. Qpxq نابودی ما انتخاب کنیم. پیدا را دیͽری

ͷی به بͽذاریم عددی هر x به جای اگر یعنͬ است؛ اتحاد ͷی بالا تساوی ͬ دانیم م

نابود Qpxq تا ͬ دهیم م قرار ٢ ،x به جای بنابراین ͬ رسیم؛ م درست عددیِ تساویِ

شود.

٢۵ ` ٢٠ “ p٢ ´ ٢q ˆ Qp٢q ` a ùñ ٣٢ ` ٢٠ “ ٠ ˆ Qp٢q ` a

ùñ ۵٢ “ a.

است. ۵٢ برابر x ´ ٢ بر x۵ ` ٢٠ تقسیم ͬ ماندۀ باق پس

آورید. به دست را زیر تقسیم های ͬ ماندۀ باق تقسیم، محاسبات بدون .١۴

x ´ ٣ بر x۵ ` ٢٠ الف)

px ´ ١qpx ´ ٣q بر x۵ ` x۴ ´ ١٠ ب)

به ازای خارج قسمت ͬ دانیم م کرده ایم. تقسیم x٢ `x` ١ بر را x١٠ `x۵ ´ ١٠ چندجمله ای .١۵

x “ ´١ به ازای را ͬ مانده باق مقدار تقسیم، عملیات بدون ͬ توان م آیا است. ١ برابر x “ ´١

کرد؟ پیدا

ͬ ماندۀ باق دربارۀ آنگاه باشد، Rpxq برابر ٣x ´ ١ بر P pxq چندجمله ای تقسیم ͬ ماندۀ باق اگر .١۶

گفت؟ ͬ توان م چه x ´ ١
٣ بر P pxq تقسیم

،x`٢ بر تقسیمش ͬ ماندۀ باق همچنین و باشد بخش پذیر x´١ بر که بیابید چندجمله ای ͷی .١٧

شود. ٣٣

چیست؟ x “
١
٢

به ازای خارج قسمت مقدار ،٢x ´ ١ بر ۴x٣ ` ٨x٢ ´ ١١x تقسیم در .١٨

١٢۵



گویا عبارت ھای

است؟ نادرست ͷکدام ی و درست زیر عبارت های از ͷکدام ی .١٩

است. بخش پذیر x٣ ´ x٢ بر x٣px٢ ´ ١٣q٢ ´ ١۴۴x عبارت الف)

است. بخش پذیر x٢ ` ۵x ` ۶ بر x٣px٢ ´ ١٣q٢ ´ ١۴۴x عبارت ب)

بیابید. را آنها هستند. عدد دو n و m مورد هر در .٢٠

شود. بخش پذیر x٢ ´ x ´ ٢ بر nx٣ ´ ۴x٢ ´ mx ` ۶ عبارت ͬ خواهیم م الف)

بر x۵ ` nx۴ ` p٣m ` nqx٣ ´ ٧x٢ ` ٢p٢m ´ nqx ´ ٨ عبارت ͬ خواهیم م ب)

شود. بخش پذیر x٣ ´ ٣x ` ٢

x٢ ´ x ` ١ بر آنها تقسیم ͬ ماندۀ باق و باشند x متغیر با چندجمله ای دو Gpxq و F pxq اگر .٢١

بر را F pxq ˆ Gpxq چندجمله ای تقسیم ͬ ماندۀ باق آنگاه شود، x ´ ٢ و x ´ ١ به ترتیب

بیابید. x٢ ´ x ` ١

و x ´ ٢ ،x ` ١ بر P pxq تقسیم ͬ ماندۀ باق و باشد x متغیر با چندجمله ای ͷی P pxq اگر .٢٢

px٢´۴qpx`١q بر را P pxq چندجمله ای تقسیم ͬ ماندۀ باق شود، ´٢ و ٣ ،١ به ترتیب، x`٢

آورید. به دست

سعدی گلستان حͺایت ͷی از بخشͬ

گفت کند رࠓࡊور را مردم سيری که خوردن ࡰࡃیار از همی ࡶد ठی را پسر ح࡫ما از ی࡫ی
که به مردن سيری به گفته اند ظرࠠࡅان که ࣸࡄنیࢰ ای ب࡫شد را خلق گرسن࡬ی پدر ای

.۱ ࣹࡃُْرِفوا» لا وَ اشرَࣼا وَ «کُلوا ن࡬ھدار، اندازه گفت بردن. گرسن࡬ی
برآید جانت ، ضعف از که چندان نه آید بر دھانت کز ࠏࡌور چندان نه

.۵١ آیۀ مومنون، سورۀ کریم، ١قرآن
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٨فصل مساحت و حجم

دوست داشتنͬ؟! نیم کرۀ چند و مخروط ͷی



مساحت و ࡓࡊم

کره سطح و حجم

ͬ کند؟ م رسم دایره پرگار چرا الف) .١

بسازد؟ کره فضا در که بزنید مثال وسیله ای ͬ توانید م آیا ب)

ظرف در را ٢٠ قطر به کره ای است. آب از پر ،١٢ شعاع و ٢۵ ارتفاع به استوانه ای ظرف ͷی .٢

ͬ ماند؟ م باقͬ ظرف در آب چقدر ͬ آوریم. م بیرون سپس و ͬ بریم م فرو

چقدر جسم این حجم دارد. ٢ شعاع به کروی حفره ای مرکزش در ،٣ شعاع به کروی گوی ͷی .٣

است؟

آورید. به دست را کره شعاع است. شده مساوی آن مساحت با کره ͷی حجم .۴

به دقت را نوشین راه حل کرد. ارائه را زیر راه حل کره، حجم فرمول کردن پیدا برای نوشین .۵

کنید. کامل را آن توضیحات و بخوانید

راه حل نوشین

ͬ آوریم. م به دست را ١ شعاع به نیم کره ای حجم فرمول

١٢٨



مساحت و ࡓࡊم

فاصله های با دایره پنج نیم کره روی ،١ شعاع به نیم کره ای حجم آوردن به دست برای

تقسیم برابر ارتفاع های با قطعه شش به نیم کره زیر، شͺل مانند تا ͬ کنیم م رسم مساوی

شود.

شͺلͬ پس نداریم! قطعه شش این حجم محاسبۀ برای رابطه ای که است واضح

و باشد ͷنزدی قطعه حجم به شͺل آن حجم که ͬ دهیم م قرار آنها از ͷهری داخل

بدانیم. را شͺل آن حجم محاسبۀ فرمول

قرار ممͺن حجم بیشترین و ١
۶ ارتفاع با استوانه ای قطعه ها، این از ͷهری در بنابراین

ͬ دهند. م نشان را استوانه ها این از نما دو زیر، شͺل های دهیم.

ارتفاع به استوانه ای ͬ توان نم ششم قطعۀ در ͬ بینید م بالا شͺل های در که همان طور

صفر شعاع به استوانه ای را ششم قطعۀ داخل شͺل̞ کار، ادامۀ در ما ولͬ داد؛ قرار ١
۶

ͬ گیریم! م نظر در ١
۶ ارتفاع و

به دست برای است. نیم  کره شعاع ١
۶ استوانه ها این از ͷهری ارتفاع که است واضح

قضیۀ از استفاده با باشیم. داشته را آنها شعاع باید استوانه ها از ͷهری حجم آوردن

ͬ آید. م به دست زیر، به صورت به سادگͬ استوانه هر شعاع مربع فیثاغورس،

١ ´
`١

۶
˘٢

, ١ ´
`٢

۶
˘٢

, ١ ´
`٣

۶
˘٢

, ١ ´
`۴

۶
˘٢

, ١ ´
`۵

۶
˘٢

, ١ ´
`۶

۶
˘٢

¨
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مساحت و ࡓࡊم

با: است برابر استوانه شش این حجم مجموع پس است، ١
۶ استوانه هر ارتفاع چون

π
´

١ ´
`١

۶
˘٢
¯

ˆ
١
۶

` π
´

١ ´
`٢

۶
˘٢
¯

ˆ
١
۶

` ¨ ¨ ¨ ` π
´

١ ´
`۶

۶
˘٢
¯

ˆ
١
۶

“ π
´

۶ ´
١٢ ` ٢٢ ` ¨ ¨ ¨ ` ۶٢

۶٢

¯

ˆ
١
۶

“ π
´

١ ´
١٢ ` ٢٢ ` ¨ ¨ ¨ ` ۶٢

۶٣

¯

“ π ´ π
´١٢ ` ٢٢ ` ¨ ¨ ¨ ` ۶٢

۶٣

¯

.

استوانه n مانند دلخواهͬ تعداد هر یا هشت هفت، ͬ توانیم م استوانه شش به جای

ͬ آید. م به دست زیر فرمول از استوانه n حجم بالا، رابطۀ باتوجه به باشیم. داشته 

π ´ π
´١٢ ` ٢٢ ` ¨ ¨ ¨ ` n٢

n٣

¯

آوردن به دست برای ساده ای روش هشتم، سال تکمیلͬ ریاضͬ کتاب اول فصل در

داریم: روش آن بنابه که است آمده ١٢ ` ٢٢ ` ¨ ¨ ¨ ` n٢ حاصل جمع

π ´ π
´١٢ ` ٢٢ ` ¨ ¨ ¨ ` n٢

n٣

¯

“ π ´ π
´

١
۶npn ` ١qp٢n ` ١q

n٣

¯

“ π ´ π
´npn ` ١qp٢n ` ١q

۶n٣

¯

.

حجم مجموع شود، بزرگتر ،n عدد یا استوانه ها، تعداد چقدر هر که است واضح

حاصل ،n از مقادیری برای زیر، جدول در ͬ  شود. م نزدیͺتر نیم کره حجم به استوانه ها

آورده ایم. به دست اعشار رقم ٧ تا را npn`١qp٢n`١q

۶n٣ عبارت تقریبی

٠٫۴٢١٢٩۶٣ ٠٫٣۴٠٩۴٧۴ ٠٫٣٣۴٠٨۴۵ ٠٫٣٣٣۴٠٨٣ ٠٫٣٣٣٣۴٠٨

n

npn`١qp٢n`١q

۶n٣

۶ ۶۶ ۶۶۶ ۶۶۶۶ ۶۶۶۶۶

بنابراین ͬ شود. م نزدیͺتر ١
٣ به npn`١qp٢n`١q

۶n٣ کسر مقدار شود بزرگتر n چه هر پس

با: است برابر ١ شعاع به نیم کره ای حجم

π ´ π
´١

٣

¯

“
٢
٣

π.

ͬ باشد. م ۴
٣π برابر ١ شعاع به کره ای حجم نتیجه در
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نیم کره ای حجم که گرفت نتیجه ͬ توان م به سادگͬ استدلال همین از استفاده با اکنون

. ۴
٣πr٣ با است برابر r شعاع به کره ای حجم بنابراین است. ٢

٣πr٣ برابر r شعاع به

به دقت را آرمیتا راه حل کرد. ارائه را زیر راه حل کره، مساحت فرمول کردن پیدا برای آرمیتا .۶

کنید. کامل را آن توضیحات و بخوانید

آرمیتا راه حل

ͬ کنیم. م حساب را ١ شعاع به کره ای مساحت ابتدا

شعاع های که را هم مرکز کرۀ دو زیر، شͺل باشد. ͬͺکوچ مثبت عدد h کنید فرض

ͬ دهد. م نشان است، ١ ` h و ١ آنها

ͬ آوریم. م به دست h برحسب را کره دو بین لایۀ حجم ابتدا

۴
٣

πp١ ` hq٣ ´
۴
٣

π “
۴
٣

π
`

p١ ` hq٣ ´ ١
˘

“
۴
٣

πp٣h ` ٣h٢ ` h٣q

“
۴
٣

πp٣ ` ٣h ` h٢qh.

و بیشتر h در کوچͺتر کرۀ مساحت مقدار حاصل ضرب از لایه این حجم طرفͬ، از

مساحت اگر بنابراین است. کمتر h در بزرگتر کرۀ مساحت مقدار حاصل ضرب از

١٣١
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داریم: دهیم، نشان S و s با به ترتیب را بزرگتر کرۀ و کوچͺتر کرۀ

sh ă کره دو بین لایۀ حجم ă Sh ùñ sh ă
۴
٣

πp٣ ` ٣h ` h٢qh ă Sh

ùñ s ă
۴
٣

πp٣ ` ٣h ` h٢q ă S.

ͬ شود. م نزدیͺتر ٣ به ٣ ` ٣h`h٢ عبارت مقدار شود،  نزدیͺتر صفر به h چقدر هر

.۴π با است برابر ١ شعاع به کره ای مساحت نتیجه در

r شعاع به کره ای مساحت فرمول گرفت نتیجه به سادگͬ ͬ توان م استدلال همین با

است. ۴πr٢ برابر

 

چندوجهͬ

چندوجهͬ

پدید جسمͬ است شده محصور صفحه تعدادی با طرف همه از که فضا از بخشͬ

ͬ گویند. م چندوجهͬ به آن که ͬ آورد م

محیط با سطح های ͬ آورند م پدید را چندوجهͬ که صفحه هایی از بخش هایی

است)، چندضلعͬ درون سطح منظور اینجا (در چندضلعͬ هر هستند؛ چندضلعͬ

هر رأس های و چندوجهͬ یال های را چندضلعͬ هر ضلع های چندوجهͬ، وجه های را

ͬ نامند. م چندوجهͬ رأس های را چندضلعͬ

شش که است چندوجهͬ ͷی مͺعب ͬ بینید، م زیر شͺل در که همان طور مثال، برای

دارد. رأس هشت و یال دوازده وجه،
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رأس ها و یال ها وجه ها، تعداد چندوجهͬ هر در هستند؟ چندوجهͬ زیر شͺل های از ͷهری چرا .١

بشمارید. را

(الف (ب

(ج (د

(ھ (و

نیستند؟ چندوجهͬ کره، و مخروط استوانه، چرا الف) .٢

نیستند؟ چندوجهͬ زیر شͺل های چرا ب)

نباشد؟ برابر آنها یال های تعداد که بزنید مثال چهاروجهͬ دوتا ͬ توانید م آیا الف) .٣

نباشد؟ برابر آنها یال های تعداد که بزنید مثال پنج وجهͬ دوتا ͬ توانید م آیا ب)

نباشد؟ برابر آنها یال های تعداد که بزنید مثال شش وجهͬ دوتا ͬ توانید م آیا ج)

نباشد؟ برابر آنها یال های تعداد که بزنید مثال هفت وجهͬ سه تا ͬ توانید م آیا د)

١٣٣
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مقعر و محدب چندوجهͬ

به طور چندوجهͬ دلخواه نقطۀ دو هر کنندۀ وصل پاره خط اگر چندوجهͬ، ͷی در

در ͬ گویند؛ م محدب چندوجهͬ چندوجهͬ، آن به گیرد قرار چندوجهͬ داخل کامل

ͬ شود. م نامیده مقعر چندوجهͬ آن این صورت غیر

مقعرند؟ زیر ͬ های چندوجه چرا .۴

(الف (ب

تعداد سپس باشند. چهارضلعͬ آن وجه های تمام که بزنید مثال مقعر شش وجهͬ ͷی الف) .۵

بشمارید. را آن رأس های و یال ها

باشد. چهارضلعͬ آن وجه ١٠ دقیقاً که بزنید مثال مقعر دوازه وجهͬ ͷی ب)

نباشند. چهارضلعͬ آن وجه های از ͷهیچ ی که بزنید مثال مقعر چندوجهͬ ͷی ج)

چند پنج وجهͬ این هستند. چهارضلعͬ ͷی و مثلث چهارتا پنج وجهͬ، ͷی وجه های ͬ دانیم م .۶

دارد؟ یال

کنید. بررسͬ را او راه حل درستͬ است. کرده حل زیر به صورت را مسئله این کیومرث

کیومرث راه حل

اگر بنابراین است. مشترک وجه˂ دو دقیقاً بین یال هر چندوجهͬ، ͷی در ͬ دانیم م

این ضلع های تعدادِ مجموع̧ بͽیریم، نظر در هم از جدا را وجه ها روی ͬ های چندضلع

نصف یال ها، تعداد به عبارتِ دیͽر یا یال هاست؛ تعداد برابرِ دو دقیقاً ͬ ها، چندضلع

ͬ هاست. چندضلع این ضلع های تعدادِ مجموع̧
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ͬ آید: م به دست زیر به صورت یال ها تعداد مسئله، این در پس
١
٢

ˆ p۴ ˆ ٣ ` ١ ˆ ۴q “
١
٢

ˆ p١٢ ` ۴q “ ٨.

وجهͬ هفت این هستند. چهارضلعͬ پنج تا و مثلث دوتا هفت وجهͬ، ͷی وجه های ͬ دانیم م .٧

دارد؟ یال چند

و مثلث چهارتا هشت وجهͬ ͷی وجه های ͬ دانیم م .٨

هستند. چهارضلعͬ چهارتا

تاست؟ چند هشت وجهͬ این یال های تعداد الف)

سیب زمینͬ با هشت وجهͬ ͷی بالا، شرایط با ب)

بسازید!

باشد. داشته یال ١٠ که بزنید مثال محدب شش وجهͬ ͷی .٩

بحث راه حل دو این دربارۀ کرده اند. پیدا متفاوتͬ مثال های زیر،  راه حل های با کیومرث و امید

کنید.

امید راه حل

با هرم چون طرفͬ از است. پنج ضلعͬ آن قاعدۀ باشد، هرم ͷی شش وجهͬ این اگر

است! شده پیدا مثال بنابراین دارد، یال ١٠ ضلعͬ، پنج قاعدۀ
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کیومرث راه حل

برای دارند. ضلع چند شش وجهͬ، این وجه های از ͷهری که کنیم کشف باید ابتدا

ͬ گیریم. م ͷکم یال ها تعداد از کلیدی، موضوع̧ این کشف

چندضلعͬ شش تا آنگاه بͽیریم، نظر در هم از جدا را وجه ها شش وجهͬ، این در اگر

تا چند اگر یعنͬ یال هاست. تعداد برابر دو آنها ضلع های تعدادِ مجموع̧ که داریم

آن وقت شود، یال ها تعداد برابر دو آنها ضلع های تعدادِ مجموع̧ که کنیم پیدا چندضلعͬ

است. دستمان در مسئله حل کلید

از ͬͺی از چندوجهͬ این وجه های که ͬ شود م نتیجه به سادگͬ محاسبه، اندکͬ با

ͬ آید: م به دست زیر رابطه های

۵ ˆ ٣ ` ١ ˆ ۵ “ ٢٠ «یا» ۴ ˆ ٣ ` ٢ ˆ ۴ “ ٢٠.

ͷی و سه ضلعͬ پنج تا از ͬ تواند م شش وجهͬ این که ͬ گوید م چپ سمت رابطۀ

شش وجهͬ این که ͬ دهد م نشان راست سمت رابطۀ باشد. شده ساخته پنج ضلعͬ

استفاده با زیر، در باشد. شده تشͺیل چهارضلعͬ دوتا و سه ضلعͬ چهارتا از ͬ تواند م

آورده ایم. مثال ͷی چهارضلعͬ، دو و مثلث چهار از

هفت وجهͬ این اگر هستند. چهارضلعͬ و مثلث فقط محدب هفت وجهͬ ͷی وجه های الف) .١٠

را آن است؟ شده تشͺیل چهارضلعͬ چند و مثلث چند از آنگاه باشد، داشته یال ١٣

بسازید.

آن وجه های از ͷهیچ ی و باشد داشته یال ١۵ که بزنید مثال محدب هفت وجهͬ ͷی ب)

نباشند. مثلث
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باشد. داشته یال ٩ که بزنید مثال محدب شش وجهͬ ͷی الف) .١١

باشد. داشته یال ١١ که بزنید مثال محدب شش وجهͬ ͷی ب)

باشد. داشته یال ١١ که بزنید مثال محدب هفت وجهͬ ͷی ج)

به را یال ها تعداد سپس بشمارید؛ را آن یال های تعداد و بزنید مثال دلخواه هشت وجهͬ ͷی .١٢

کنید سعͬ بسازند. یال تعداد این با هشت وجهͬ ͷی بخواهید آنها از و بدهید ͬ هایتان هم کلاس

به سادگͬ را شما مسئلۀ نتوانند ͬ هایتان هم کلاس که باشد طوری ͬ زنید م مثال که ͬ ای هشت وجه

کنند. حل

منتظم ͬ های چندوجه

منتظم ͬ های چندوجه

منتظم چندوجهͬ باشد، داشته را زیر شرط سه هر که محدب چندوجهͬ ͷی به

ͬ گویند. م

باشند. منتظم چندضلعͬ وجه ها همۀ •

باشند. هم نهشت وجه ها همۀ •

رأس های از ͷهری به متصل یال های تعداد با رأس ͷی به متصل یال های تعداد •

باشد. برابر دیͽر

نیست منتظم چندوجهͬ زیر شͺل ولͬ است منتظم چندوجهͬ ͷی مͺعب مثال، برای

نیست. برابر B رأس به متصل یال های تعداد با A رأس به متصل یال های تعداد زیرا

B

A
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نیستند؟ منتظم چندوجهͬ زیر شͺل های چرا .١

(الف (ب

این آیا بسازید. را چندوجهͬ این ͬ دهند. م نشان را چندوجهͬ ͷی گستردۀ زیر، صورتͬ شͺل .٢

است.) واحد ͷی ͷکوچ مربع های ضلع (طول است؟ منتظم چندوجهͬ

ͷی روی بزرگ تر ابعاد با را آنها از ͷهری ͬ بینید. م را منتظم چندوجهͬ سه گستردۀ زیر، در .٣

بیشترین با منتظم چندوجهͬ ͷی به تبدیل ͬ بˀرید م را آن وقتͬ که کنید رسم طوری A3 مقوای

بشمارید. را رأس ها و یال ها وجه ها، تعداد مورد هر در شود. ممͺن حجم

چندوجهͬ وجه های ͬ خواهید م وقتͬ ولͬ نیستند؛ چندوجهͬ گستردۀ جزء خاکستری ناحیه های که باشید داشته توجه

بچسبند. یͺدیͽر به راحت تر چندوجهͬ وجه های که ͬ کنند م ͷکم ناحیه ها این بچسبانید، به هم را
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باشد؟ متصل ͬ تواند م یال چند به رأس هر بسازیم، منتظم چندوجهͬ مثلث با بخواهیم اگر .۴

بسازید. منتظم چندوجهͬ ͷی حالت هر برای و بیابید را ممͺن حالت های همۀ

متصل ͬ تواند م یال چند به رأس هر بسازیم، منتظم چندوجهͬ چهارضلعͬ با بخواهیم اگر .۵

بسازید. منتظم چندوجهͬ ͷی حالت هر برای و بیابید را ممͺن حالت های همۀ باشد؟

باشد؟ متصل ͬ تواند م یال چند به رأس هر بسازیم، منتظم چندوجهͬ پنج ضلعͬ با بخواهیم اگر .۶

بسازید. منتظم چندوجهͬ ͷی حالت هر برای و بیابید را ممͺن حالت های همۀ

ساخت؟ منتظم چندوجهͬ آن با بتوان که ندارد وجود منتظمͬ n‐ضلعͬ ،n ě ۶ برای چرا .٧

بیابید. را منتظم ͬ های چندوجه همۀ پروژه. .٨

چند یا ͷی از استفاده با که دیدید و شدید آشنا ضلع به ضلع ͬ کاری کاش با گذشته سال پروژه. .٩

کرد. ضلع به ضلع ͬ  کاری کاش ͬ توان م چندضلعͬ نوع

را فضا ͬ ها چندوجه از استفاده با و فضا در بار این ضلع به ضلع، ͬ کاری کاش مشابه ͬ خواهیم م

کرد؟ پر این چنین را فضا ͬ توان م ͬ هایی چندوجه چه با کنیم. پر

مخروط و هرم حجم

با که بسازد هرم چند ͬ خواهد م او است. ساخته ١ یال طول به منتظم چهاروجهͬ ͷی هامون .١

دارند؟ وجود هرم هایی چنین آیا شود. ساخته مͺعب ͷی منتظم، چهاروجهͬ به آنها چسباندن

کنید.  محاسبه را آنها از ͷهری حجم و بسازید را هرم ها است مثبت پاسخ اگر

از دیͽر رأس سه ͬ خواست م او نامید. A را آن رأس های از ͬͺی و ساخت مͺعب ͷی هومان .٢

باشند. منتظم چهاروجهͬ ͷی رأس چهار ،A رأس به همراه که کند انتخاب طوری را مͺعب

بسازید. را چهاروجهͬ و مͺعب این است مثبت پاسخ اگر دارند؟ وجود رأس هایی چنین آیا

آورید. به دست را ١ یال طول به منتظم چهاروجهͬ ͷی حجم .٣

١٣٩



مساحت و ࡓࡊم

طول است. ͬ متر سانت ٨ آن ارتفاع و مͺعب ͬ متر سانت ٣٨۴ مربع قاعدۀ با منتظم هرم ͷی حجم .۴

آورید. به دست را هرم کل مساحت و قاعده ضلع

بستنͬ تکه دو است. ͬ متر سانت ۵ شعاع و ͬ متر سانت ١٠ عمق به مخروطͬ بستنͬ، ͷی قیف .۵

آب ͬ ها بستن اگر است. شده گذاشته بستنͬ قیف روی ͬ متر سانت ۵ قطر به و نیم کره شͺل به

ͬ ریزند؟ م بیرون قیف از آیا شوند،

حجم و سطح

حاصل حجم بͽیرید. نظر در را D “
“ ٢

٣
‰

و C “
“ ۵

٣
‰

،B “
“ ۵

١
‰

،A “
“ ٢

١
‰

نقطۀ چهار .١

است؟ چقدر زیر خط های از ͷهری حول ABCD چهارضلعͬ ن دور از

(الف y “ ١ (ب x “ ٢ (ج y “ ٠ (د x “ ۴

را ABCD چهارضلعͬ اگر .D “
“ ١

۵
‰

و C “
“ ۴

۵
‰

،B “
“ ۴

١
‰

،A “
“ ١

١
‰

کنید فرض .٢

ͬ شود؟ م چقدر حاصل حجم دهیم، دوران درجه ١٨٠ ،x “ ٢ خط حول

شده رسم OA شعاع به نیم دایره ای ABCD مستطیل در ͬ بینید، م زیر شͺل در که همان طور .٣

است؟ چقدر AB خط حول زرد ناحیۀ دوران از حاصل حجم است.

CD

A B
O

١۴٠
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مساحت و ࡓࡊم

پیدا مستطیل طول با موازی خطͬ ͬ خواهیم م نباشد. مربع که بͽیرید نظر در مستطیل ͷی .۴

از حاصل حجم با آمده به دست حجم دهیم، دوران خط آن حول را مستطیل اگر که کنیم

و طول برحسب را مستطیل طول از خط این فاصلۀ باشد. برابر عرضش حول مستطیل دوران

آورید. به دست مستطیل عرض

مثلث دوران از حاصل حجم بͽیرید. نظر در را C “
“ ٣

۵
‰

و B “
“ ٣

١
‰

،A “
“ ١

١
‰

نقطۀ سه .۵

است؟ چقدر زیر خط های از ͷهری حول ABC

(الف x “ ٣ (ب y “ ۵ (ج y “ ´١ (د x “ ٠

برحسب را اضلاعش از ͬͺی حول a ضلع به متساوی الاضلاع مثلث ͷی دوران از حاصل حجم .۶

آورید. به دست a

است؟ چقدر قطرهایش از ͬͺی حول ١ ضلع به مربع ͷی دوران از حاصل حجم .٧

مثلث این دوران از حاصل حجم .AC “ ۵ و AB “ ١٢ ، pA “ ٩٠ ،ABC مثلث در .٨

کنید. حساب را BC ضلع حول

١٢ و ٢٠ ،١٣ با برابر به ترتیب AH ارتفاع و AC ،AB ضلع های طول ،ABC مثلث در .٩

است؟ چقدر BC حول ABC مثلث دوران از حاصل حجم است.

کنید. کامل را ͷهری راه حل توضیحات کرده اند. حل زیر به صورت را مسئله این مژده و بهرام

بهرام راه حل

ͬ گیریم. م نظر در زیر به صورت را AH ارتفاع و ABC مثلث

B H

A

C

و BH “ ۵ داریم ،ACH و ABH مثلث های در فیثاغورس قضیۀ بنابه

١۴١



مساحت و ࡓࡊم

ABH مثلث های دوران از حاصل حجم مجموع است کافͬ حال .CH “ ١۶

کنیم. محاسبه BC حول را ACH و
١
٣
`

πpAHq٢pBHq
˘

`
١
٣
`

πpAHq٢pCHq
˘

“
١
٣
`

πpAHq٢pBH ` CHq
˘

“
١
٣
`

πp١٢q٢p۵ ` ١۶q
˘

“ ١٠٠٨π.

مژده راه حل

ͬ گیریم. م نظر در زیر به صورت را AH ارتفاع و ABC مثلث

H

A

CB

و CH “ ١۶ داریم ،ABH و ACH مثلث های در فیثاغورس قضیۀ بنابه

و ACH مثلث های دوران از حاصل حجم تفاضل است کافͬ حال .BH “ ۵

کنیم. محاسبه ABH

١
٣
`

πpAHq٢pCHq
˘

´
١
٣
`

πpAHq٢pBHq
˘

“
١
٣
`

πp١٢q٢p١۶q
˘

´
١
٣
`

πp١٢q٢p۵q
˘

“ ٧۶٨π ´ ٢۴٠π

“ ۵٢٨π.

از حاصل حجم .AD “ ۴
?

٢ و AB “ ۶ ، pA “ ۴۵ ،ABCD متوازی الاضلاع در .١٠

کنید. حساب AD ضلع حول دیͽر بار و AB ضلع حول یͷ بار را متوازی الاضلاع این دوران

 

١۴٢



جلد روی طرح دربارۀ

نماند خالͬ ͬ ها چندوجه بین فضایی هیچ به گونه ای که ͬ ها چندوجه با سه بعدی فضای کردن پر به
لانه زنبوری١ شوند، منطبق برهم کاملا́ بͽیرند قرار هم روی چندوجهͬ دو یال دو یا وجه دو اگر و

چندضلع̞ͬ هر از اگر یا باشد؛ شده تشͺیل مͺعب از فقط ͬ تواند م لانه زنبوری ͷی مثال، برای ͬ گویند. م

ͷی باشند، برابر منشورها ارتفاع به طوری که بسازیم کاشͬ آن قاعدۀ با منشور ͷی ͬ کاری˂ کاش ͷی

ͬ بینید. م لانه زنبوری تعدادی زیر در داشت. خواهیم لانه زنبوری

honeycomb١

١۴٣



از فقط که ͬ دهد م نشان را لانه زنبوری ͷی قبل)، صفحۀ آخر سطر میانͬ (شͺل جلد روی طرح

ͷی هر به شده اند. چیده هم روی و کنار دوران بدون ͬ ها چندوجه این و شده ساخته چندوجهͬ ͷی

ͬ گویند. م گوشه بریده١ هشت وجهͬ لانه زنبوری، این ͬ های چندوجه از

ͬ بینیم. م را زیر تصویر کنیم، نگاه آن به داخل از و کنیم حذف را لانه زنبوری این وجه های اگر

Truncated Octahedra١
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شده ساخته لانه زنبوری وجه های مساحت مجموع که زد حدس (Kelvin) کلوین ١٨٨٧ سال در

pPhelanq فلان دارد. لانه زنبوری ها سایر بین در را مقدار کمترین گوشه بریده، ͬ های هشت وجه با

کردند. رد را کلوین حدس زیر، نقض مثال با ١٩٩٣ سال در pWeaireq ویر و

کرد. اشاره تریاکیس گوشه بریدۀ ͬ های چهاروجه به ͬ توان م دیͽر جالب لانه زنبوری های دیͽر از

است. الماس در کربن اتم های چینش معرف تریاکیس گوشه بریدۀ ͬ های چهاروجه

١۴۵



ͬ دهد. م نشان را گوشه بریده هشت وجهͬ ͷی گستردۀ زیر تصویر
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